Algoritmusok

9-10. évfolyam

Szerkesztette:
Hraské Andras, Suranyi Laszlo

2022. oktober 9.



Technikai munkak
(MatKéonyv project, TEX programozas, PHP programozds, térdelés...)

Dénes Balazs, Gréosz Déaniel, Hraské Andraés,
Kall6 Bernat, Szabd Péter, Szoldatics Jézsef

Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimnézium
1082 Budapest, Horvah Mihay tér 8.
http://matek.fazekas.hu/

2005 /2020



Tartalomjegyzék

Bevezetés

Feladatok
1. Az dllapotfiiggvény . . . . . . . . .
2. A ,mohé algoritmus” . . . . . ... e
3.Fak, favazak . . . . . .. oL
3.1. Szélességi favaz . . . . . oL
3.2, Mélységi favaz . . . . . . . oL e
4. JHibds mérések” . . . . . . .. e e e
4.1.  Hibas mérések” . . . . . . . e
JJAtEKOK L oL L e

© © g ot W

o J O Ot

.Eljardsok . . ... ... ..
. Programozasi feladatok . .
.Barkochba . . . . .. .. ..

Segitség, atmutatas

1

0 O O i W N

. Az éllapotfiggvény . . . . .
. A ,moh¢ algoritmus” . . . .
. Fak, favazak . . . . ... ..
. ,2Hibas mérések” . . . . ..
JJatékok ... Lo L
.Eljarasok . ... ... ...
. Programozasi feladatok . .
.Barkochba . . . . ... ...

Megoldasok

00 ~J O Ut i W N~

. Az allapotfiiggvény . . . . .
. A ,moh¢ algoritmus” . . . .
.Fék, favazak . . . .. . . ..
. ,Hibas mérések” . . . . ..
JJatékok Lo
.Eljardsok . ... ... ...
. Programozasi feladatok . .
.Barkochba . . . . ... ...

Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései
Segitség és megoldés jelzése .
Hivatkozas jelzése . . . . ..

Irodalomjegyzék

15
19
21
25

27
27
27
27
28
28
28
28
28

29
29
29
32
35
36
40
40
44

45
45
45
45

47






Bevezetés



Bevezetés




1. FEJEZET
Az allapotfiiggvény

A fejezet még embriondlis allapotban van, fejlesztése folyamatban.
Korabbi feladatok: K.I1.7.2. és K.I1.7.3., K.IL.7.6

1.1. (S) [3] Egy tablara felirtuk az 1, 2,--- 1978 szamokat. Ezek koziil két teszéleges szamot
letorliink és helyettiik a kiilonbségiiket irjuk fel. Ezt a miiveletet addig ismételjiik, amig csak

egyetlen, nullatél kulonb6zé szdm marad. Bizonyitsuk be, hogy ez a szam pératlan! (Arany
Déniel verseny, 1978/K, donté)

1.2. (M) [5] Felirtuk a tébldra a 2, v/2,1/4/2 szamokat. A tablan szereplé szamok koziil barmely
kett6t letorolhetjiik ha a helyiikre az ésszegiik, ill. kiilonbségiik 1/v/2-szeresét irjuk.
Elérheté-e, hogy néhéany ilyen csere utan a tablan az 1,v/2,1 + /2 szamok &lljanak?

1.3. [5] Van egy kétkart mérlegiink és 101 darab mérdsilyunk, melyek Ossztomege 200 gr.

Minden méro6sily gr-ban kifejezett tomege egész. A silyokat egyesével, csokken6 sorrendben

rakjuk a mérlegre, és mindig abba a serpenyobe, ahol kisebb a mar felrakott silyok 6ssztomege.
Bizonyitsuk be, hogy az Gsszes suly felrakasa utdn a mérleg egyensilyban lesz.

1.4. (M) Egy 1999-szer 2000-es téglalap alaki tablazat minden mez6jében a —1 vagy az 1 szam
all. Egy-egy alkalommal barmelyik sorban vagy oszlopban megvéltoztathatjuk az Osszes szam
elojelét. Bizonyitsuk be, hogy az adott ,mivelet” véges sokszori alkalmazédsaval elérheto,

a) hogy a tablazatban levd szdmok Osszege legalabb 2000 legyen;

b) hogy minden sorban és minden oszlopban a szamok Gsszege nemnegativ legyen. (Arany
Déniel-verseny, 2000H)

1.5. (M) [4] A tanar felirta a tabldra az 22 + 10z + 20 polinomot. A didkok ezutédn sorra
valtoztattak rajta ugy, hogy vagy az x-es tag egylitthatéjat vagy a konstans tagot ndvelték vagy
csokkentették eggyel. Végeredményiil az 22 + 20z + 10 polinom allt a tablan. Bizonyitsuk be,
hogy volt olyan pillanat, amikor a tablan all6 polinom gyokei egész szamok voltak.

1.6. (M) * Egy erdében 12 torpe él piros vagy kék hézikéban. Minden év i-edik hénapjaban
az i-edik torpe felkeresi Gsszes baratjat, hogy eldontse, atfesti-e hazikojat. Akkor és csak akkor
fogja atfesteni (pirosrél kékre vagy forditva), ha a bardtai tébbsége éppen més szinti hdzban
lakik, mint 6. Bizonyitsuk be, hogy néhany év utan mar semelyik térpe sem fogja atfesteni a
hazat. A bardtsdgok kolesonosek és az évek sordn nem véltoznak. (AD haladé, 1990, tagozatos
dontd.)
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2. FEJEZET
A ,,mohé algoritmus”

A fejezet még fejlesztés alatt Aall.

A fejezet téméjahoz kapcsolédik Surdnyi Lészlé: Algoritmusok a kézépiskoldban: a mohd al-
goritmus cimi cikke [6].

2.1. (M) Egy barédti osszejovetelen n hazaspéar vett részt, n > 2. Barmely hdrom hazaspar
kozil vagy a harom asszony, vagy a harom férj ismerte egymast.

Elhelyezhetok-e a hazasparok két teremben gy, hogy az egyik teremben az asszonyok, a méasik
teremben a férfiak mind ismerik egyméast? (Arany Déaniel-verseny, 1982H)

2.2. (MS)

Bevezetjiik a kovetkezd definicidkat:
Definicié. Egy algoritmust optimdlisnak neveziink, ha minden esetben talal egy keresett tulaj-
donsédgu és optimalis (minimdlis vagy maximélis) elemszamu ponthalmazt.

Szubotpimadlisnak nevezziik, ha optimalis elemszamiit nem talal, de a feladat méretétol fiiggetlen
konstansszorosat talal.

Bizonyitsuk be, hogy a K.I1.13.13. feladat megoldasdban hasznalt — egyébként végsé soron
»,mohé algoritmusnak” tekinthetd — algoritmus szuboptimalis.

2.3. (MS) Mutassuk meg, hogy az aldbbi, egy graf maximalis elemszamu fiiggetlen élrendszerét
keres6 algoritmus nem optimalis, de szuboptimélis.

Fiiggetlen éleket keres6 algoritmus.

Kezdetben V és K iires, G a graf Gsszes élét tartalmazza.

A CIKLUS a kovetkez6: kivalasztunk G-bdl egy élt elhagyjuk G-bél és attessziitk V-be. Az
Osszes olyan élt, amelynek van kozos végpontja ezzel az éllel, a ,kukaba” dobjuk, azaz K-ba
tessziik. Ha marad még él a grafban, el6lrdl kezdjiik a ciklust, ha nem, akkor a kivalasztott élek
a graf egy fliggetlen élrendszerét alkotjak.

2.4. (MS) Legalabb mekkora fiiggetlen ponthalmazt tudunk garantdlni egy n pontu egyszer
grafban, amelyben minden pont foka legfeljebb d?

Vagyis: melyik az a legnagyobb m szam, amelyre igaz, hogy ha egy n pontu egyszert grafban
minden pont foka legfeljebb d, akkor van benne m pontu fiiggetlen ponthalmaz?

2.5. (MS) Az el6z6 (2.4.) feladat megolddsdban lattuk, hogy a fiiggetlen ponthalmaz kivalasztasahoz
hasznalt ,,mohé algoritmus” — a fokszam fels6 korlatjara tett kikotés mellett — bizonyos értelem-
ben a legjobbat adja, annyi fiiggetlen pontot valaszt ki, amennyinél tobbet altalaban nem tudunk
garantalni. Mutassunk példat olyan grafra, amelyiknél ez a ,mohé algoritmus” nem feltétleniil

a legnagyobb fiiggetlen ponthalmazt valasztja ki.

2.6. (MS) Mobdositsuk a 2.4. feladat megolddsdban hasznalt ,,mohé algoritmust” annyiban,
hogy a maradé grafbdl mindig a(z egyik) legkisebb fokt pontot vessziik. Az j algoritmus tehat
a kovetkezo:

Moébdositott fiiggetlen ponthalmazt keres6 algoritmus.



2 fejezet. A ,,mohé algoritmus”

Kezdetben legyen V is, K is az iires halmaz, G az adott graf.

A CIKLUS a kévetkez6: Ha G iires, akkor az eljarasnak vége, V' a talalt fiiggetlen ponthalmaz.
Ha G nem fires, akkor valasszuk ki G egy minimalis fokti  pontjat és vegyiik hozzd V-hegz,
a(z aktualis G-beli) szomszédait tegyiik hozzad K-hoz (a tobbi mar ott van, mert V fiiggetlen
ponthalmaz és G és V kozott nem fut él). Az 4j G-t pedig ugy kapjuk, hogy G-bél elhagyjuk
z-et és szomszédait. Ezutan elolrol kezdjik a ciklust.

Az eljaras nyilvan véget ér, ha G véges graf, és az is vilagos, hogy V a graf egy fliggetlen
ponthalmazat adja meg. Az el6z6 — 2.5. — feladat megoldasdban adott ellenpélda most nem
miikodik.

Igaz-e, hogy ez a mddositott algoritmus mindig egy maximalis pontszamu fiiggetlen ponthal-
mazt taldl meg?

2.7. (MS) Déntsiik el a 2.6. feladatban definidlt algoritmusrél, hogy szuboptimalis-e.

2.8. (MS) Legyen G egy izoldlt pont nélkiili graf. Ki akarunk vélasztani minimalis szdmu élt,
amelyek egytittesen lefedik a graf 6sszes pontjat, tehat keresiink egy minimalis lefedd élrendszert.
A kovetkezd ,,mohé algoritmust” alkalmazzuk:

Minimalis lefed6 élrendszert keres6 algoritmus.

Kezdetben E — a lefedd élek rendszere — tires, V' — a lefedend6 pontok halmaza — a graf ésszes
pontja.

A CIKLUS a kovetkezo: Keresiink egy olyan élt, amely V' két pontja kozott fut. Azaz sorra
vessziik V' pontjait, amig nem taldlunk kettét, amelyeket él kot 6ssze. Ha van ilyen, hozzavessziik
E-hez és két végpontjat elhagyjuk V-bol. Ha V pontjai kozott mar nem fut él, akkor kivalasztjuk
V soron jov6 pontjat, keresiink egy bel6le indulé élt (ilyen van, mert nincs izolalt pont a gréafban),
ezt hozzavessziik E-hez, a pontot pedig elhagyjuk V-bol.

Ha ezzel V kiiiriil, akkor vége az eljardsnak. Ha nem, akkor el6lrol kezdjitk a CIKLUSt.

a) Mutassunk példat arra, hogy ez az algoritmus nem optimaélis.

b) Bizonyitsuk be, hogy az algoritmus szuboptimalis.

2.9. A minimalis lefedd élrendszert keres6 algoritmusunkat (1. a 2.8. feladatot) megpréobélhatjuk
gy javitani, hogy ha ,felesleges” éleket is kivalasztott, akkor azokat elhagyjuk. Vagyis az ottani
algoritmust kibovitjiik egy 1épéssel:
Sorra vesszilk F éleit, és ha taldlunk egy e élt, amelynek mindkét végpontjat lefedi £ t6bbi
éle, akkor ezt az e élt elhagyjuk E-bol. Ha nem taldlunk ilyet, akkor befejezziik az eljarast.
Optimalis-e az igy kiegészitett algoritmus?

2.10. (M) Egy véges grafban minden pont foka < d. Bizonyitsuk be, hogy a graf d + 1 szinnel
j6lszinezheto.

Kiszinezhet6-e mindig d szinnel is?

Igaz-e az &llitds (megszdmldlhatéan) végtelen gréfra is?



3. FEJEZET
Fak, favazak

A fejezet még fejlesztés alatt Aall.
A 77 feladat j6 ,,bemelegité feladat” a szélességi favazhoz! L. a 3.4. és a 77 feladatot is!

3.1. Szélességi favaz

3.1. (M) Legyen G 0Osszefiiggd graf. Létezik-e G-nek olyan faviza, amely ,meg6rzi” minden
pontpar tavolsigat? Ezen azt értjilk, hogy = és y tavolsiga G-ben és a faviazban barmely két
pontra ugyanannyi.

3.2. Legyen G 0Osszefiiggd egyszerl graf és legyen x a graf egy tetszOleges pontja. Létezik-e G-
nek olyan favaza, amelyben az z-t6l vald tavolsagot ,megérzi”? Ezen azt értjiik, hogy barmely
y pontra x és y tavolsdga G-ben és a favazban azonos.

3.3. (9)
A szélességi favaz definicidja. Legyen GG egy Gsszefliggd graf és legyen x a graf egy pontja.
Legyenek a graf pontjai megszamozva: x = x1, o, ..., I,. A favdz textitnulladik emelete egyetlen

pontbdl, az x pontbdl &ll. Az elsé emeletére x szomszédai keriilnek. Mindegyikiiket 6ssze is kotjiik
x-szel.

Altaldban az i-edik emeletre az i — 1-edik emeleti pontok szomszédai keriilnek, feltéve, hogy
még nem szerepelnek korabbi emeleten. Lehetséges azonban, hogy egy ilyen pont tébb, ¢ — 1-
edik emeleti ponttal is Gssze van kotve. Ilyenkor azzal a szomszédjaval kotjiik 6ssze, amelyiknek
legkisebb az indexe.

Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott részgraf G favaza, amelynek minden éle két, szomszédos
emeleten levé pontot kot ossze. A G graf minden éle vagy két, azonos emeleten levé pontot kot
Ossze, vagy két szomszédos emeleten levé pontot.

3.4. (MS) Oldjuk meg a ??. feladatot a szélességi faviz segitségével!
3.5. (S) Mi lehet a teljes graf szélességi favaza?

3.6. (S) Van-e tobb olyan, egymadssal nem izomorf favaza a teljes grafnak, amely teljesiti a 3.2.
feladat feltételét?

3.7. (S) Mi lehet egy n pontt kor szélességi faviza?
3.8. (S) Van-e tobb olyan favaza C,-nek, amely teljesiti a 3.2. feladat feltételét ?

3.9. (M) Mutassunk példat olyan grafra, amelynek tobb, egymdssal nem izomorf = gyokeri
szélességi favaza van!

3.10. (M) Nyilvanvald, hogy ha egy Osszefliggd egyszerii graf két pontjanak a fokszdma kilon-
bozik, akkor a bel6lilk induld szélességi favazak nem lehetnek izomorfak.

Mutassunk példat olyan regularis grafra, amelynek tobb, egyméssal nem izomorf szélességi
favaza van!



3 fejezet. Fak, favazak 3.2. Mélységi favdz

3.11. (M) * Van-e olyan csicstranzitiv graf, amelynek tobb, egymdssal nem izomorf szélességi
favaza van?

c s 2

3.12. (M) Igazoljuk, hogy az oktaéder minden szélességi favaza izomorf!
Igaz-e, hogy ugyanez a kockara? Es az ikozaéderre?

3.13. (S) Van-e t6bb olyan, a szélességi favdzzal nem izomorf faviza a) az oktaédernek,

b) a kockanak,
amely teljesiti a 3.2. feladat feltételét?

3.14. (M) Rajzoljuk fel a szabalyos dodekaéder minden szélességi favazat !
3.15. (M) Rajzoljuk fel a kocka gréfja komplementerének minden szélességi favazat!

3.16. (M) Bizonyitsuk be, hogy egy graf pontosan akkor péaros graf, ha nincs benne péaratlan
kor.

3.17. (M) Egy n pontu egyszerii grafban nincs paratlan kor. Legfeljebb hany éle lehet ?

3.18. (MS) ** Adott n > 5 egész szam. Minden lehetséges médon szampéarokat képeztiink

beléliik, s vettiik minden szamparban a szamok 6sszegét. Az igy kapott (n? —n)/2 6sszeg koziil

legalabb (n? — 3n + 4)/2 racionalis. Bizonyitandé, hogy akkor az Osszes Gsszeg raciondlis.
Kovetkezik-e a feltételbol az is, hogy minden megadott szam racionalis?

3.19. (M) Bizonyitsuk be, hogy egy tetszéleges graf szélességi favdzaban a gyokérbol induld
minden Ut geodetikus tutvonal a grafban.

3.20. (MS) * Bizonyitsuk be, hogy ha egy végtelen Gsszefiiggd grafban minden pont foka véges,
akkor van benne (egy irdnyban végtelen) geodetikus utvonal.

3.2. Mélységi favaz

3.1. (M) Van-e olyan faviza
a) az n pontu teljes grafnak,
b) az n pontu kornek,
c) a Petersen-grafnak,
d) a 77. feladat gréfjanak
amelyre igaz, hogy a graf minden éle a favaz egy elédjét és utdédjat koti ossze?

3.2. (S) Van-e olyan favdza a ?7. feladat grafjanak, amelynek gyokere az 6todfokd pont és
amelyre igaz, hogy a graf minden éle a favaz egy elédjét és utédjat koti ossze?

3.3. (S) Legyen G az alédbbi graf:

Van-e ennek a grafnak olyan favdza amelyre igaz, hogy a graf minden éle a favaz egy elédjét
és utddjat koti ossze?

Van-e ilyen favaza akkor is, ha megkéveteljik, hogy annak gyokere a graf egy maéasodfoki
pontja legyen.

3.4. (S) Legyen G az alabbi graf:
Van-e ennek a grafnak olyan favdza amelyre igaz, hogy a graf minden éle a favaz egy elédjét
és utddjat koti Ossze, s amelynek gyokere a graf egyik negyedfoki pontja?

10
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3.5. Mélységi favaz!!

3.6. (S) Igaz-e, hogy minden Osszefiigg grafnak van olyan favdza, amelyre igaz, hogy a graf
minden éle a favaz egy el6djét és utdédjat koti Ossze?

3.7. (MS) Legyen G egy 0Osszefiiggd véges egyszerii graf, amelynek k éle van. Bizonyitsuk be,
hogy az élei megszamozhatdk az 1,2,...,k szamokkal tgy, hogy minden, legalabb maéasodfokt
pontra igaz, hogy a bel6le indulé élekre irt szimok legnagyobb kozos osztéja 1. (NMO, 1991)

3.8. (S) Mi lehet a teljes graf mélységi favaza?
3.9. (S) Mi lehet egy n pontt kor mélységi faviza?

3.10. (M) Igazoljuk, hogy a tetraéder minden mélységi favaza izomorf!
Igaz-e ugyanez a kockara? Es az oktaéderre?

3.11. (M) Rajzoljuk fel az ikozaéder minden mélységi favazat!

3.12. (M) Igaz-e, hogy ha egy grafban van Hamilton-kér, akkor minden mélységi faviza
Hamilton-at?

11
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4. FEJEZET
. Hibas mérések”

A fejezet még fejlesztés alatt Aall.

4.1. ,,Hibas mérések”

A kovetkezOkben kiilonb6zo sulyu érmék silyat akarjuk megéllapitani egy egykari mérleg segit-
ségével. A mérlegiink azonban nem teljesen megbizhatd, bizonyos eldre rigzitett szami esetben
hibazhat. Kezdjiik rogton egy példaval:

4.1. (M) Szaz, kiilonbozé érme sulyat kell megéllapitanunk egy egykart mérleg segitségével.
Tudjuk, hogy a mérleg néha — de legfeljebb hdromszor — hibas eredményt mutat. Hany méréssel
tudjuk biztosan megallapitani minden érme silyat?

4.2. (M) Most hiarom érmét kell megmérniink egy egykaru mérleg segitségével. Tudjuk, hogy a
mérleg legfeljebb egyszer fog hibas eredményt mutatni. A 4.1. médszerével hét mérésbél akkor
is megallapithatjuk minden érme stlyat, ha egyszerre mindig csak egy érmét rakunk a mérlegre.
De most tetszésiink szerint egy vagy két érmét is mérhetiink egyszerre. Meg tudjuk-e allapitani
mindhérom érme silyat hat méréssel is?

4.3. (M) Most hét érmét kell megmérniink egy egykaru mérleg segitségével, amelyen egyszerre
pontosan két érmét mérhetiink. Tudjuk, hogy a mérleg legfeljebb egyszer fog hibds eredményt
mutatni. Meg tudjuk-e allapitani 11 mérésbol mind a hét érme sulyat?

4.4. (MS) n érme sulyét kell megéllapitanunk egy egykart mérleg segitségével, amelyen egysz-
erre pontosan két érmét mérhetiink. Most is tudjuk, hogy a mérleg legfeljebb egyszer ad hibas
eredményt. A 4.3. feladat alapjan hany mérésbél tudjuk ezt garantdlni?

4.5. Most 2500 érmét kell megmérniink egy egykart mérleg segitségével, amelyen egyszerre
pontosan két érmét mérhetiink. Tudjuk, hogy a mérleg legfeljebb egyszer fog hibds eredményt
mutatni. Meg tudjuk-e allapitani 3000-nél kevesebb mérésbdl mind a 2500 érme silyat?

4.6. Most 7Tn érménk van, n > 1; ismét egy egykarti mérlegen mérjitkk az érméket, egyszerre
pontosan kettot lehet rahelyezni és legfeljebb egyszer lesz hibas az eredmény. Szeretnénk 8n + 7
éréssel minden érme silyat megéllapitani. Hogyan tegyiik?

4.7. Most 2500 érmét kell megmérniink egy egykart mérleg segitségével, amelyen egyszerre
pontosan két érmét mérhetiink. Tudjuk, hogy a mérleg legfeljebb egyszer fog hibds eredményt
mutatni. Meg tudjuk-e allapitani 2600 mérésbél mind a 2500 érme silyat?

12
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5. FEJEZET
Jatékok

5.1. [5] Hény kérdéssel lehet eldonteni, hogy 6t szambdl melyik haromra gondoltak, ha minden
lépésben egy harom elemii halmazt valaszthatunk ki, és azt tudjuk meg, hogy a kivalasztott
halmazban hany van a harom gondolt szam kéziil ?

5.2. (MS) Antal 100 gyufdsdobozt megszdmoz 1-tél 100-ig, és mindegyikbe tetszése szerinti
szamu gyufat tesz. Bea tetszOlegesen kivalaszt 15 dobozt (6 donti el, melyikeket), erre Antal
megszamolja a benniik levé gyufdkat (igy, hogy Bea ezt ne lissa), és megmondja, hogy a 15
dobozban egyiittesen paros vagy paratlan szamu gyufa van. Bea ezt a kérdezési 1épést akarhanys-
zor megismételheti. Ki tudja-e Bea taldlni, hogy az 1-es szamu dobozban péaros vagy paratlan
sok gyufa van, és ha igen, akkor mi az ehhez sziikséges minimalis 1épésszam? (OKTV, 1990)

5.3. (M) a) Az 5.2. feladatban most Antalnak csak 20 gyufasdoboza van. Ki tudja-e taldlni most
Bea 5 kérdéssel, hogy az 1-es szdmu dobozban paros vagy paratlan sok gyufa van-e? Legkevesebb
hany kérdésbél tudja kitalalni?

b) Es mi a helyzet, ha csak 18 gyufisdoboz van? Elég-e 7 kérdés?

c) Végiil véalaszoljunk arra a kérdésre is, hogy hany kérdéssel sikeriilhet Bednak kitaldlni, ha
16 doboz van?

5.4. (M) Egy asztalon négy doboz all, mindegyikben egy goly6 van, ami fehér vagy fekete.
Tudjuk, hogy van néhany fehér golyd, dsszesen paros sok. Egy 1épésben ramutathatunk barmelyik
két dobozra, és megtudjuk, van-e fehér golyé a parban.

Legalabb hany kérdés kell ahhoz, hogy biztosan taldljunk két fehér golyét tartalmazé dobozt ?

5.5. (M) * Egy asztalon 1004 doboz all, mindegyikben egy goly6 van, ami fehér vagy fekete.
Tudjuk, hogy van néhany fehér golyd, dsszesen paros sok. Egy 1épésben ramutathatunk barmelyik
két dobozra, és megtudjuk, van-e fehér golyé a parban.

Legalabb hany kérdés kell ahhoz, hogy biztosan talaljunk két fehér golyot tartalmazé dobozt?
(Arany Déniel-verseny, 2005H)

5.6. (M) [2] Aladar egy dobozba valahdny goly6t helyezett el (iiresen is hagyhatta), Béla
megpréobélja kitaldlni a golydk szamaét.

a) Minden rossz tipp utan Aladar egy tjabb golyét tesz a dobozba.

b) A jaték elején Aladar eldonti, hogy egy vagy két golyéval novel, de nem arulja el. Minden
rossz tipp utan Aladar annyi 4j golyét tesz a dobozba, amennyit elére elhatarozott. (Tehat vagy
mindig egyet vagy mindig kett6t.)

c) A jaték elején Aladar eldonti, hogy hény golyéval nével, de nem arulja el. Minden rossz
tipp utan Aladar annyi Gj golyét tesz a dobozba, amennyit elére elhatarozott.

A jatéknak akkor van vége, ha tippjével Béla eltalalja az éppen aktualis golydszamot. Hogyan
jatsszon Béla?

5.7. Az 5 x T-es tabla jobb fels6 sarkdban &ll egy babu. A figurdval a sordban balra, az os-
zlopaban lefelé, vagy pedig atlésan balra lefelé lehet 1épni tetszélegesen nagyot, tehat nem csak
a szomszédos mezére 1éphetiink at. Két jatékos felvaltva mozgatja a babut. Kinek van nyero
stratégidja, a kezdonek, vagy a mésodiknak kovetkezo jatékosnak, ha
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5 fejezet. Jatékok

a) az nyer, b) az veszt,
aki a bal als6 sarokban talalhaté mezore 1ép?

5.8. Az 5 x T-es tabla jobb fels¢ sarkaban &ll egy babu. A figurdval a soraban balra, az os-
zlopaban lefelé, vagy pedig atlosan balra lefelé lehet 1épni tetszolegesen nagyot, tehat nem csak
a szomszédos mezére léphetiink at. Két jatékos felvaltva mozgatja a babut. Osszesen egyszer
passzolhatnak is (ha az egyikiik passzolt, akkor a masik sem passzolhat tobbet), az is 1épésnek
szamit. Kinek van nyero stratégidja, a kezdének, vagy a mésodiknak kovetkezd jatékosnak, ha
az az nyer

a)) aki a bal als6 sarokba 1ép?

b) akinek az ellenfele nem tud 1épni?

5.9. Az n x k méretli tdbla jobb fels6é sarkdban all egy babu. A figuraval a sordban balra, az
oszlopaban lefelé, vagy pedig dtlésan balra lefelé lehet 1épni tetszélegesen nagyot, tehat nem csak
a szomszédos mezore 1éphetiink at. Két jatékos felvaltva mozgatja a babut. Szeretnénk eldénteni,
hogy kinek van nyeré stratégidja, a kezdének, vagy a masodiknak kovetkez6 jatékosnak, ha

a)) az nyer, b) az veszt,

aki a bal alsé sarokban taldlhaté mezére 1ép. Irjunk programot, amely n és k beaddsa utén
eldonti a kérdést és megadja a nyeréshez vezet6 eljarast (azoknak a mez6knek a koordinatait,
amelyekre érdemes ralépni).

5.10. Bergengbc 1-bol

5.11. [5] 9 goly6t helyeztiink el az aldbbi dbran lathaté médon.

o O O O O
o O O
O

Ketten felvaltva lépnek, mindig elvesznek egy golyot, vagy pedig két egymas mellettit vagy
alattit. Kinek van nyero stratégiaja, a kezdo6 jatékosnak vagy pedig a masodjara kovetkezonek,
ha az

a) nyer, b) veszit,

aki az utols6 golyot veszi el?

5.12. [5] Anna és Béla egy n gyufat tartalmazé kupacbdl felvéltva vesznek el — tetszésiik szerint
— 1, 2 vagy 3 gyufat, amig el nem fogy. Ha senki nem vett el a jaték folyaméan egyszerre két
gyufat, a jaték dontetlen. Ha vett el valaki egyszerre két gyufat, akkor az nyer, aki utoljara vett
el egyszerre két gyufat.

5.13. [5] Ketten jatsszék a kovetkezd jatékot. Tiz érme van egy sorban, mindegyiken az irds
van feliil. Az a cél, hogy mindegyiken a fej legyen feliil, és az nyer, aki ezt eléri. Egyszer mar meg-
forditott korongot nem szabad vissza forditani. Aki kezd, el0szor csak egyet fordithat fel, utana
mind-ketten egyet, vagy két szomszédosat forditanak fel. Ki nyer, ha mindketten jol jatszanak?

5.14. [5] Ketten jatsszak a kovetkezd jatékot. Kezdetben k db halom van, 6sszesen n elemmel.
Aki soron jon, egy halmot ketté oszt, ha még lehet. Az veszit, aki egy halmot sem tud mar
tovabb osztani. Kinek van nyer6 stratégidja?

5.15. [5] Anna és Béla a kovetkez6 grafjatékot jatssza n ponton: felvaltva hiznak be éleket, és
az veszit, aki kort zar be. Kinek van nyero stratégiaja?
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5 fejezet. Jatékok

5.16. [5] Adott k& halmaz, melyekben Gsszesen n elem van. Ketten a kovetkez6 jatékot jatsszak:
felvaltva 1épnek; a soron kovetkez6 jatékos kivalaszt egy kupacot és két részre osztja. Az veszt,
aki mar egyik részt sem tudja kettéosztani.

5.17. [5] Adott egy halmaz n elemmel. Ketten a kovetkez6 jatékot jatsszék: felvaltva 1épnek;
a soron kovetkez6 jatékos minden olyan halmazt kettéoszt, amelyben legaldbb két elem van; az
nyer, aki eléri, hogy mindegyik halmazban egy elem legyen.

5.18. Ezt a jatékot két ember jatsza 6 koronggal. A korongok egyik oldala piros, a masik kék.
Kezdetben a korongok szin szerint igy helyezkednek el: KPKKPK. A két jatékos felvaltva 1ép.
A 1épés abbdl all, hogy a jatékos kivilaszt egy kék (K') korongot és azt, valamint az &sszes attol
jobbra elhelyezkedd korongot ellenkezé szintire forditja.

17



5 fejezet. Jatékok

1R



6. FEJEZET
Eljarasok
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7. FEJEZET
Programozasi feladatok

Ez a fejezet még fejlesztés alatt all.

7.1. (M) Irjunk fiiggvényt, amelynem bemenete egy pozitiv egész szam (n), kimenete pedig az
n-edik primszam.

7.2. (M) Irjunk programot, amely megvalésitja két pozitiv szam legnagyobb kézos osztéjénak
kiszamolasat. Bemenete két egész szam a és b, kimenete pedig a legnagyobb koszos osztdjuk.

7.3. (M) Irjunk programot, amely két pozitiv egész szdm legnagyobb kozos osztéjat eléallitja
a két szam egészegyutthatos kombinacidjaként.
A program bemenete két egész szam, a és b, két tovabbi paramétere a c és a d valtozo, amikbe
a két egyiitthatot helyezi. Ezekre
c-a+d-b=(a;b).

7.4. (M) Irjuk meg a racionalis szdmokkal valé szdmolds miiveleteinek megfelelé fiiggvényeket.
A torteket két mezébél (numerator: szamlalo, denominator: nevezd) all6 rekordokkal reprezen-
taljuk.

a) Egyszeriisités: az x bemenetre, ahol x = 7 (a és b egészek, b # 0) azt az 2’ = Z—,, tortet adja
ki, amelynek tagjai relativ primek, és 7 = .

Valositsuk meg raciondlis szamok

b) Gsszeaddsat c) kivonésat d) szorzasat e) osztasat!

7.5. Irjuk meg a racionalis szdmok és tizedestort alakjuk kozti oda-vissza megfeleltetést meg-
valésitéd fliggvényeket !

a) A TortbolTizedes program bemenete a SZAMLALO és a NEVEZO (pozitiv egész
szamok) kimenete hérom lista EGESZRESZ, PISZOK, PERIODUS, amely a tizedestort
alak megfelel$ jegyeit tartalmazza.

b) A TizedesbolT ort program bemenete az EGESZRESZ, PISZOK, PERIODU S listék-
bél all, kimenete annak a tortnek a tovabb nem egyszeriisithetd alakja, amelynek tizedesjegyeit
az adott listak tartalmazzak.

7.6. Irjunk programot, amely képes nagy pozitiv egész szdmokkal alapmiiveleteket végezni.
Bemenete a két szam szdmjegyeinek listdja, kimenete az
a) osszegiik b) szorzatuk

b) hinyadosuk és a maradék

listdja (listéi).
7.7. Irjunk programot, amely képes nagy pozitiv egész szdmokbél gyokst vonni. Bemenete a
(SZAM) szam szamjegyeinek listaja és a pontossdgot megadé HIBAKORLAT szam. Kimenete

aGYOKEGESZRESZ ésa GYOKTIZEDES lista, amelyek osszeftizve legfeljebb HIBAKORLAT
értékével térnek el a tényleges gyoktol.

7.8. Irjunk programot, amely egy listaban adott szdmsorozatot névekvé sorrendbe rendez.
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7 fejezet. Programozasi feladatok

7.9. Irjunk programot, amely egy listdban adott szdmsorozatbdl kivalasztja a két legnagyobb
elemet.

7.10. Irjunk programot, amely egy listdban adott szdmsorozatbél kivalasztja a legnagyobb és
a legkisebb elemet.

7.11. Irjunk programot, amely egy listdban adott szémsorozatbdl kivélasztja a kozépsé elemet.

7.12. Irjunk kongruenciamegoldé programot. A program bemenete az ax = b (mod m) kon-
gruencia a, b, m egytutthatija (egészek, m pozitiv) kimenete a kongruencia egyik = megoldédsa
és a megoldds m’ modulusa.

7.13. Irjunk programot, amely megvaldsitja két nagyon nagy pozitiv szdm legnagyobb kozos
osztdjanak kiszamolasat. Bemenete szamjegyek két listaja, EGY IKSZAM és MASIKSZAM,
kimenete pedig LN KO, a legnagyobb koszos osztéjuk, amely szintén egy lista.

7.14. Irjunk programot, amely megvalésitja polinomok maradékos osztasat. Bemenete két valds
egyutthatds polinom, OSZTAN DO és OSZTO, kimenete pediga HANY ADOS és MARADEK
(ezek pl. mind listék).

7.15. Irjunk programot, amely megvaldsitja raciondlis egyiitthatés polinomok maradékos os-
ztasat. Bemenete két raciondlis egyiitthatds polinom, OSZT AN DO és OSZTO, kimenete pedig
a HANY ADOS és MARADEK (ezek pl. mind szamparokbdl (SZAMLALO, NEV EZO) &llé
listék).

7.16. Irjunk programot, amely megvalésitja raciondlis egyiitthatés polinomok legnagyobb kozos
osztdjanak kiszamolasat. Bemenete két racionalis egyiitthatds polinom, FGY IK POL és MASIK POL,
kimenete pedig LN KO (ezek pl. mind szamparokbol (SZAM LALO, NEV EZO) &ll6 listak).

7.17. Irjunk programot, amelynek bemenete egy véges egyszerii graf stlyozott élekkel, kimenete
pedig a graf

a) egyik b) Gsszes

minimalis koltségii feszitéfaja.

7.18. Irjunk programot, amelynek bemenete egy véges egyszerfi graf és egy csicsa, kimenete
pedig a grafnak az adott csticsot tartalmazé komponense (cstcsok listdja).

7.19. Irjunk programot, amelynek bemenete egy véges egyszerti graf, kimenete pedig a graf
csucsainak Osszefiiggbségi komponensei (halmazok listdja).

7.20. Irjunk programot, amelynek bemenete egy véges egyszerti graf és két csicsa, kimenete
pedig a két csics kozti legrovidebb ut (csticsok listaja).

7.21. Irjunk programot, amelynek bemenete egy véges egyszerti graf és két csicsa, kimenete
pedig a két csucs kozti leghosszabb 1t (cstcsok listaja).

7.22. Adott egy véges egyszerii graf. Ketten jatszanak. Le lehet torolni egy csticsot (a beldle
indulé élekkel egytitt) vagy pedig két szomszédos csicsot az Osszes éleikkel. Két jatékos felvaltva
1ép. Az nyer, aki letorli az utolsé csicsot.

Irjunk programot, amelynek bemenete a graf. A program megvélaszthatja melyik fél szeretne
lenni ("kezdd" vagy "méasodik") és lejdtsza a partit a nyerésig.

7.23. Irjunk programot, amelynek bemenete a graf és két csiicsa és képes jatszani a [1][VIL.
338.] jétékot.
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7 fejezet. Programozasi feladatok

7.24. Irjunk gyokkress programot. A program bemenete egy valés egyiitthatés polinom (szamok
listdja) valamint két valés szam X1, X2, és a HIBALORLAT (kis pozitiv szam). A program
ellenorzi, hogy az adott polinom a két adott helyen ellenkezé el6jell értéket vesz fel, és ha igen,
akkor megkeresi a polinom egy X1 és X2 kozé es6 gyokét HIBALORLAT pontossaggal.
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8. FEJEZET
Barkochba
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Segitség, itmutatas

1. Az allapotfiiggvény

1.1. Minek nem valtozik a paritasa a lépések soran?

2. A ,,mohé algoritmus”
2.2. Olvassuk el figyelmesen a ??. feladat megoldéasat.

2.3. Ellenpéldanak j6 a legtobb tt.
Miésrészt a maximalis fiiggetlen élrendszer hany élét ,rontja el” az algoritmus, amikor egy élt
V-be valaszt?

2.4. Mi torténik, ha kivalasztunk egy tetszoleges pontot és elhagyjuk a szomszédait?

2.5. Hasznaljuk ki, hogy a 2.4. feladat megoldasaban hasznalt ,,moh¢é algoritmus” kimenetele
attdl is fiigg, hogy milyen sorrendben jonnek sorra az egyes pontok. Nagyon egyszerii grafokra
érdemes gondolni!

2.6. Mar olyan hétpontu graf is van, amelyben van harom fiiggetlen pont, de az algoritmus csak
két fiiggetlen pontot taldl.

2.7. A 2.6. feladat megoldasa altalanosithaté.

2.8. a) Keressiink kis grafot, amelyre az algoritmus nem optimalis.

b) Amikor az algoritmus olyan V ponthalmazhoz jut, amelyben nem fut él, akkor ezeket
egyesével fedi le — am ezeket a pontokat a minimalis lefed6 élrendszer is koteles egyesével lefedni,
hiszen V' pontjai k6zott nem fut él.

3. Fak, favazak

3.3. Eljarasunk a G graf minden pontjat eléri, hiszen G Gsszefiiggd, tehat z-bdl minden pon-
tjdhoz vezet ut. Eljardsunk minden ponthoz ,meg is talal” egy-egy ilyen, x-bol hozzd vezeto
utat, tehat a kapott feszité részgraf Osszefiiggd. Masrészt minden éle két, szomszédos emeleten
levé pontot kot Ossze, és egy i-edik szinten levé pontbdl csak egy i — 1-edik szinten levé pontba
fut él, tehat nem keletkezhet kor. A kapott feszité részgraf tehdt osszefiiggd és kormentes, igy
valéban G favaza.

3.4. Vegyik a graf szélességi favazat, ennek legfeljebb két emelete van a gyokéren kiviil és
minden pontjabél igy néz ki. Ez bizonyos koéroket kizar.

3.5. A teljes graf minden szélességi favaza izomorf: egy csillag.
3.6. Nincs, mert minden pont x szomszédja.

3.7. A szélességi favaz egy 1t, amelynek a(z egyik) kozéps6 pont a gyokere.
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Segitség, utmutatas 4. ,Hibds mérések”

3.8. Nincs.
3.13. Az oktaédernek nyilvan nincs. Viszont a kockdnak tobb is van:

3.18. Nyilvanvald, hogyan lehet atfogalmazni a feladatot grafokra. A feladat feltétele azt mondja
meg, hogy legaldbb hany él raciondlis, a kérdés pedig az, hogy a pontok raciondlisak-e. Hogyan
lehet kapcsolatot létesiteni a ketté kozott? Nyilvan tgy, ha sikeriil egy pontrél tobb adatot
nyerni éleken keresztiil.

3.20. Vegyiik a graf szélességi favazat és alkalmazzuk a Konig-lemmat (?77?. feladat).
3.2. Van.

3.3. Mindkét esetben igenl6 a valasz.

3.4. Van:

3.6. Minden mélységi favazra igaz a feladat allitésa.

3.7. A mélységi keresés (1. a 3.5. feladatot) segit!

3.8. A teljes graf minden mélységi favaza izomorf: egy ut, amelynek gytkere az it valamelyik
végpontja.

3.9. A mélységi favaz egy ut, amelynek az egyik végpont a gyokere.

4. ,,Hibas mérések”

4.4. Allitsuk hetes csoportokba az érméket,

5. Jatékok

5.2. Ha tgyes, harom kérdéssel kitaldlja.

6. Eljarasok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

7. Programozasi feladatok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

8. Barkochba

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdasokat.
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Megoldasok

1. Az allapotfiiggvény

1.2. Vegylik észre, hogy a szamok megengedett valtoztatasa a hdrom szadm négyzetdsszegét nem
valtoztatja meg. Ez a négyzet Gsszeg kezdetben racionalis volt, a kivant végédllapotban viszont
irracionalis lenne, tehat nem érhet6 el ez az allapot.

1.4. a) Egy 1999 szambdl &ll6 oszlopban a szamok osszege nem lehet nulla. Igy vagy eleve
legaldbb 1 az ott 4ll6 szamok Osszege, vagy az eléjelvaltoztatassal elérheté ugyanez. Osszesen
2000 ilyen oszlop van, tehat elérhetd, hogy a tabldzatban a szamok 6sszege legalabb 2000 legyen.

b) Ha valamelyik sorban, vagy oszlopban a szdmok Osszege negativ, akkor ebben a sorban
vagy oszlopban megvéltoztatva a szamok el6jelét a tablazatban allé szamok Gsszege noni fog.
Noveljiik tehét a tdblazatban levd szamok Osszegét a megadott 1épéssel, amig tudjuk. A szamok
Osszege nem lehet t6bb 2000 x 1999-nél, tehat véges sok 1épés utan meg kell allnunk, s ekkor
minden sorban és oszlopban nemnegativ a szamok Osszege. Természetesen ekkor minden oszlop-
ban pozitiv a szamok Osszege (mert ott paratlan sok szam &ll), s ezért a tabldzatban a szamok
osszege legaldbb annyi, ahdny sor van, azaz legaldbb 2000. Ezzel az a) részre is Gj megoldést
adtunk.

1.5. Azt kell észrevenniink, hogy az z? 4+ bx + b — 1 polinomnak gyoke az 1 és a b — 1 szam. Az
eljaras kezdetén a konstans tag és az x egyiitthatdéjanak kiilonbsége 10 volt, a végén —10 lett
és kozben mindig egyesével valtozott. Tehat volt olyan helyzet amikor a kiilénbség —1 volt és
ebben a helyzetben éppen 22 4 bz + b — 1 alaku volt.

1.6. A baratsdgokat dbrazoljuk graffal, amelynek pontjai a torpék, élei a baratsagok. Minden
pontot olyan szintlire festettnek képzeliink, amilyen szinii hazban az illeté térpe éppen lakik.
Nézziik, mi torténik egy-egy torpe akciéja utdn azoknak az éleknek a szamaval, amelyek két
végpontja kiilonb6z6 szinii volt. Ha a torpe atfesti a hazat, ez azért van, mert igy az ilyen élek
szama csOkken. Mivel az élek szdma nem lehet negativ, egy id6 utan nem csékkenhet, vagyis egy
id6 utan egyetlen torpe sem fogja atfesteni a hazikojat.

2. A ,,mohé algoritmus”

2.1. Kérjik meg a hazasparokat, hogy alljanak sorba. Az els6 hdrom hézaspért bekiildjik a
nok termébe, ha a harom asszony ismeri egymaést, ellenkez6 esetben a férfiak termébe kertilnek.
Utéana a kovetkez6 algoritmus alkalmazzuk. A soron kévetkezé hézaspar nétagja — nevezziik A-
nak — megnézi, hogy ismer-e minden asszonyt a nok termébél. Ha igen, megkérjiik e hazaspart,
hogy faradjon a nék termébe. Ha van olyan A’ asszony, akit A nem ismer, akkor A férje biztosan
ismeri a férfi terem minden férfi tagjat. Ha ugyanis volna egy F’, akit nem ismer, akkor vegyiik
A'-t és férjét, A-t és férjét, F-et, tovabba F'-t és feleségét. Ez harom kiilonboz6 hazaspar, és sem
az asszonyok nem ismerik mindhdrman egymadst — hiszen A és A’ nem ismeri egymést —, de a a
férjek sem ismerhetnék mindhdrman egymést, hiszen F' és F’ nem ismeri egymést. Ez azonban
ellentmond a feladat feltételének. Tehat A férje, F' mindenkit ismer a férfiak termébdl, tehat a
hazaspart nyugodtan bekiildhetjiik a férfiak termébe.
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Megoldasok 2. A ,mohd algoritmus”

Ezt az eljarast addig folytathatjuk, amig el nem fogynak a hazasparok. A feladat kérdésére ez
az algoritmus pozitiv valaszt ad.

2.2. A K.II1.13.13. feladat megoldasdban hasznélt algoritmus olyan paronként diszjunkt koroket
talal, amelyek egyiittesen lefedik az eredetileg lefedett teriiletnek legaldbb a kilencedét. Mésrészt
nyilvan legfeljebb az egész teriiletet fedhetnék le, tehat biztos, hogy az optimalisan kivalaszthato
korok altal lefedett teriiletnek legalabb a kilencedét lefedik.

Egyébként ugyanott mutattunk példat arra is, hogy bizonyos esetekben legalabb a 4/9-edét
is lefedik.

2.3. El6szor azt kell meggondolnunk, hogy az algoritmus valoban fiiggetlen élrendszert ad. De
ez nyilvanvalé.

Az is nyilvanval6, hogy nem optimalis, hiszen példdul egy harom hosszisagn itbdl rossz eset-
ben a kozépso élt fogja kivalasztani V-be, a masik két élt pedig K-ba dobja, holott az a két él is
fiiggetlen. (Barmely paratlan utnél el6fordulhat ugyanez a helyzet, és egy legaldbb hat hosszi
utnal tgyszintén.)

Most megmutatjuk, hogy az algoritmus szuboptimélis: ha a maximalis fiiggetlen élrendszer
m elemszamu, akkor legalabb m /2 fiiggetlen élt kivalaszt.

Legyen E = {e1,e9,...ey} a graf egy maximélis fiiggetlen élrendszere. Amikor az algoritmus
kivalaszt egy élt és V-be teszi, akkor vagy F egy élét valasztja ki, vagy egy olyan élt, ami F
két kiilonboz6 élének egy-egy végpontjat koti ossze. Els6 esetben F-nek egy éle keriil elhagyéasra,
méasodik esetben FE-nek két élét dobjuk ki a ,kukaba” Ez tehat azt jelenti, hogy amikor V
elemszama eggyel né, akkor E-bél legfeljebb két él keriil K-ba. Am G nem iiriil ki addig, amig
van elem E-ben, tehat leghamarabb [m/2] 1épés utan iiriil ki. Igy V elemszama legalabb a fele
a maximalis elemszdmnak.

2.4. Tegytk fel el6szor, hogy n oszthaté d+1-gyel, n = k(d+1) és legyen a graf k komponensii,
legyen tovabba minden komponense egy-egy d + 1 ponttu teljes graf. Ekkor a graf d-regularis,
és minden maximalis fiiggetlen ponthalmazt Ggy kapunk, hogy minden komponensbdl vesziink
egy-egy pontot. Tehdt a maximalis fiiggetlen ponthalmaznak k = n/(d 4+ 1) pontja van.

Altaldban, ha n = k(d+1)4+1és0<1<d+1, akkor az elébbi grathoz még egy komponenst
hozzévesziink, amely egy [ pontu teljes graf lesz. Ez a graf is teljesiti, hogy minden pont foka
legfeljebb d, és a maximalis fiiggetlen ponthalmazoknak most k + 1 = [n/(d + 1)] pontja van.

A két példabdl egytitt azt kapjuk, hogy a feladatban szereplé m nem lehet nagyobb [n/(d +
+ 1)]-nél.

Most megmutatjuk, hogy ekkora fiiggetlen ponthalmaz mindig ki is valaszthatd, mégpedig a
legegyszeriibb médon, mohé algoritmussal.

Vegyiink egy tetszoleges x1 pontot, valasszuk ki, tegyiik a V' halmazba, az 6sszes szomszédjat
tegyiik a ,kukaba”, K-ba, vagyis hagyjuk el a grafbol 6t és dsszes szomszédjat. Igy legfeljebb
d + 1 pontot hagytunk el, s a maradé graf egyetlen pontja sincs 6sszekotve x1-gyel. Az eljarast
ismételjiik a kovetkez6 modon. Tegyiik fel, hogy méar k pontot tettiink a V' halmazba, a veliikk
Osszekotott pontokat pedig a K halmazba tettiik. Tegyiik fel tovabba, hogy a V' halmaz pontjai
kozott nem fut él a grafban. Ekkor a K UV halmaznak legfeljebb k(d 4+ 1) pontja van és ha
K UV pontjait elhagyjuk a grafbol, akkor a maradé Gy, graf egyetlen pontja sincs osszekotve V
egyetlen pontjaval sem. Valasszuk ki Gj, egy tetszdleges z11 pontjat, tegyiik V-be, szomszédait
(ha még nem nincsenek ott) tegyiik K-ba. Ekkor V' tovdbbra is fliggetlen ponthalmaz az eredeti
grafban, és K-ba maximalisan d pontot tehettiink, tehat most a KUV ponthalmaznak legfeljebb
(k+1)(d+ 1) pontja van. Az eljards mindaddig folytathatd, amig Gy iires nem lesz. Mivel az
elhagyott pontok szdma legfeljebb k(d + 1), ezért Gy leghamarabb akkor iiriil ki, amikor V-ben
mar [n/(d+ 1)] pont van. Tehét a grafban van egy legalabb ekkora fiiggetlen ponthalmaz.

Ezzel allitdsunkat bizonyitottuk: m értéke pontosan [n/(d + 1)].
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2. A ,mohd algoritmus” Megoldasok

2.5. Az el6z6 (2.4.) feladat megolddsaban hasznalt ,,mohé algoritmus” kimenetele attdl is fugg,
hogy milyen sorrendben jonnek sorra az egyes pontok. Legyen példaul a graf egy d agu csillag.
Ha a moh¢ algoritmus el6szor a kozéppontjat talalja meg, akkor ez lesz V' egyetlen eleme, az
Osszes tObbi pont a ,kukaba” — K-ba — keriil, hiszen mind szomszédja ennek az egy pontnak.
A 2.4.) feladat &llitdsa most is teljesiil, hiszen n = d + 1, és igy [n/(d +1)] = 1. Am a grafban
van d pontbdl all6 fiiggetlen ponthalmaz — épp K halmaz elemei alkotjdk —, a mi algoritmusunk
azonban ehelyett csak egy egyelemiit talalt.

Ha most egy olyan grafot vesziink, amely k& komponensbdl all, minden komponenese egy-egy
ilyen csillag — tehat pontszama n = k(d + 1), és mindig a kovetkez csillag kozéppontjat taldlja
meg el6szor az algoritmusunk, akkor osszesen k = [n/(d + 1)] pontu fiiggetlen ponthalmazt
talalunk, holott a grafnak van egy dk pontu fiiggetlen ponthalmaza is (éppen a ,kukaba” keriilt
pontok halmaza).

Megjegyzés: Példank esetében az okozta a bajt, hogy nem a kis fokt pontot valasztottuk ki.
Megproébalhatjuk tehat dgy modositani algoritmusunkat, hogy mindig a maradé graf (egyik)
legkisebb fokt pontjat valassza ki. Erre vonatkozik a kévetkezo — 2.6. — feladat.

2.6. Vegylk a kiovetkez6 hételemii grafot. A graf pontjai xg, x1, X2, 3, X4, x5, Tg. Azt akarjuk,
hogy x1,x2,x3 egy harom elemii fliggetlen ponthalmaz legyen. Kozottiik tehat nem fut él. xg
csak ezzel a hadrom ponttal van Osszekétve, 6 tehat harmadfoki. El akarjuk érni, hogy minden
mas pont nagyobb foku legyen és az x( és szomszédai elhagyasa utan maradd grafban ne legyen
két pont teljes graf. Utébbihoz az kell, hogy x4, x5, x¢ kozdtt mind a harom él be legyen hiizva.
Az el6bbit pedig ugy érjik el, hogy e hdrom pontot 1, xo, x3 pontokkal is dsszekotjik. Ekkor
utobbi pontok foka négy lesz, x4, x5, xg pontoké 6t. Az algoritmus tehat elészér valéban az xg
pontot taldlja meg, ezt bevalasztja V-be, az x1,x2, x3 pontokat a ,kukaba” teszi, és a marado
harom pontbdl mar csak egyet tud V-be valasztani. Tehat a kivalasztott fiiggetlen ponthalmaz
nem maximalis.

Ha a fenti grafot kiegészitjiitk még harom ponttal, amelyekkel xg kivételével minden méas pontot
Osszekotiink, akkor ez mar olyan ellenpélda, amibdl akar k darabot is egymas mellé tehetiink,
az algoritmusunk el6szor az egyes komponensek harmadfokt pontjat fogja megtalalni, majd a
maradé graf csupa hatponti teljes grafbdl all, ezek pontjai koziil valaszt ki egyet-egyet, igy
végiil egy 2k elemii fiiggetlen ponthalmazt vilaszt ki. A grafnak azonban van 3k pontt fiiggetlen
ponthalmaza is.

2.7. Mutatunk egy példat, amikor a modositott algoritmus is ,nagyon rossz” eredményt ad.
A G grafot a kovetkezdképpen definialjuk. Legyen H egy m elemli ponthalmaz, ennek pontjai
kozott ne fusson él. A graf ezen kiviil még egy x pontbdl és egy m + 1 elemil J ponthalmazbdl
all. x és J minden pontja 6ssze van kétve H minden pontjaval, tovabbd J teljes grafot feszit.

Ebben a grafban = a legkisebb foku pont, tehat algoritmusunk el6szor ezt a pontot valasztja
ki V-be és elhagyja Osszes szomszédjat, vagyis H pontjait — tehat épp a maximalis fliggetlen
ponthalmazt! Megmaradnak J pontjai, amelyek viszont egy teljes grafot alkotnak, tehat koziilitk
mar csak egyetlen pontot valaszthat ki az algoritmus.

gy 6sszesen két fiiggetlen pontot taldl, holott a maximalis fiiggetlen ponthalmaz m elemf.
Tehat a maximélisnak csak m/2-ed részét taldlja meg. Mivel m /2 akdrmilyen nagy lehet, ez az
algoritmus nem szuboptimalis.

2.8. a) Ha a graf egy harom élbél 4ll6 Ut és az algoritmus eldszor a kozépsé élt ,taldlja” meg,
akkor mind a harom élt ki kell valasztania, holott a két széls6 él is elég volna a lefedéshez. Ez
az ellenpélda mar elég annak bizonyitdsdhoz, hogy az algoritmus nem optimélis. A tovabbiak
kedvéért azonban megmutatjuk, hogy tetszolegesen nagy ellenpélda is van: vegyilink egyszertien
n darab pontdiszjunkt, hdroméli utat. Ha ezekbdl az algoritmus mindig el6szor a kozépso élet
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ytaldlja” meg, akkor a graf mind a 3n élét ki fogja vilasztani a legfedéshez, holott a grafnak van
teljes parositdsa, tehat elég volna 2n él is a pontok lefedéséhez.

Az algoritmusunk tehét rossz esetben a minimalis lefedd élrendszer élszaméanak mésfélszeresét
is kivalaszthatja.

b)Legyen a graf lefedd éleinek minimaélis szama p. Egy él legfeljebb két pontot fed le, tehat a
graf pontjainak szama legfeljebb 2p.

Nézziik, mit csindl az algoritmus. El6szor kivilaszt néhdny élt, mondjuk k darab fiiggetlen
élt. Ezutan nem marad él V' pontjai kozott, ezeket tehat mar egyesével fedi le. Legyen [ az igy
lefedett pontok szama. Mivel ezek kozott a pontok kozott nem fut él, ezeket a minimaélis lefed6
élrendszer is csak egyesével tudja lefedni. Ebbol kévetkezik, hogy

[<p

Miésrészt az algoritmussal talalt élek kozil az els6 k darab két-két pontot fed le, az utdna
kovetkezo [ darab egyet-egyet, tehat

2k+1=n<2p,

ahol n a graf pontjainak szama. A két egyenlet felét Gsszeadva azt kapjuk, hogy

I+Fk <3p/2.

Tehéat az algoritmus legfeljebb a minimalis lefedd élrendszer maésfélszeresével fedi le a graf
pontjait, vagyis szuboptimalis.

Megjegyzés. Az a)-ban adott példa mutatja, hogy a kapott mésfélszeres szorzéndl jobbat
nem mondhatunk.

2.10. Vegyiik sorra a graf pontjait. Az elsét nyilvan akdrmilyen szinfire szinezhetjiikk. Ha a
masodik pont nincs 6sszekdtve az elsével, akkor szinezhetjiik az els6vel azonos szintire. Ha 6ssze
van vele kotve, akkor egy t6le kiilonboz6 szint adhatunk neki. Altaldban ha az elsé m pontot
mar kiszineztiik, a soron kovetkez6 m + l-edik pont ezek koziil legfeljebb d-vel van Gsszekdtve
(hiszen Osszesen is legfeljebb ennyivel van sszekotve), tehét legfeljebb d szin van kizarva, amit
nem kaphat. Mivel d 4+ 1 szintink van, marad egy szin, amellyel kiszinezheto.

A d + 1 ponti teljes graf mutatja, hogy d szinnel nem feltétleniil szinezhet6 ki egy olyan
graf, amelynek minden pontja (legfeljebb) d-ed foku. Ha d = 2, akkor minden péaratlan kor is
ellenpélda. (1. a ?7. feladatot).

Megjegyzés. Bizonyithatd, hogy lényegében nincs mds ellenpélda. Igaz ugyanis

Brooks tétele. Ha egy véges 6sszefiiggd grafban minden pont foka legfeljebb d, és a graf nem
d + 1 pontu teljes graf és nem is paratlan kor, akkor d szinnel szinezhetd.

Ennek a bizonyitasa azonban lényegesen nehezebb.

Az eredeti allitds viszont nyilvanvaldéan igaz megszamlalhaté grafokra, a fenti eljards ), mohd
algoritmus”) ott is ugyantigy mikodik.

3. Fak, favazak

3.1.
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3. Fdk, favdzak Megoldasok

1. megoldas. Ha két pont 6ssze van kotve éllel, akkor téavolsdguk 1. A favdzban is ennyi kell,
hogy legyen a tavolsaguk, tehat ott is éllel kell Gsszekdtve lenniiik. Ha G egyszerii graf, akkor
ebbdl kévetkezik, hogy G minden éle éle a favaznak is, tehat G azonos a favazaval. Ha G egyszerti
graf, akkor a feladat feltétele pontosan akkor teljesiil, ha G fa.

Ha G-ben vannak t&bbszoros élek, akkor annyiban médosul az allitas, hogy G-t dgy kapjuk
egy fabdl, hogy bizonyos éleit ,, megtobbszorozzik”.

2. megoldas. Ilyen favéizat a kovetkezOképpen csindlhatunk. A favdz gyokere az x pont. Ez lesz
a ,nulladik emelet”. A fa ,,elsé emeletére” x szomszédainak kell kertilniiik, a fahoz hozzéavesszik az
x-szel 6sszekotd éleket. A | masodik emeletre” azoknak a pontoknak kell keriilniiik, amelyekbdl
ketto tavolsagra van. Minden ilyen ponthoz kivalasztunk egy-egy, x-be vezet6 ketté hosszu utat.
Ez nyilvan keresztiil vezet az ,elsé emelet” egy pontjan. Vagyis a ,,masodik emeleten” pontosan
azoknak a pontoknak kell szerepelniiik, amelyeknek van szomszédjuk az ,elsé emeleten”, de
nem szomszédai z-nek. A kivetkezore kell figyelniink: ha egy ilyen pontnak tébb els6 emeleti”
szomszédja van, ezek koziil csak eggyel kotjitk ossze (mivel favazat keresiink).

Altaldban is az ,i-edik emeletre” azoknak a pontoknak kell keriilniiik, amelyek i tévolsagra
vannak x-t0l, tehat ¢ hosszi uttal elérheték z-bol, de révidebbel nem. Ezek a pontok pontosan
azok, amelyek még nem szerepelnek korabbi emeleten, de van szomszédjuk az i —1-edik emeleten.

A keresett tulajdonsiggal rendelkezé favazat tehat a kovetkezd eljarassal kapunk. A ,nulladik
emeleten” csak z van. Az elsé emeleten” z szomszédai. Altaldban az i-edik emeleten az i — 1-
edik emeleten levé pontok olyan szomszédai, amelyek korabbi emeleten még nem szerepeltek.
Minden pontot pontosan egy, ¢ — l-edik szintil ponttal kotiink 6ssze. A graf osszefiiggd, tehat
minden ponthoz eljutunk, és az eljiras kozben vigyaztunk arra, hogy kor ne keletkezzen, tehéat
favazat kapunk.

3.4. Az ottani megoldast elmondhatjuk a ,,szélességi favaz” nyelvén is. A varosok a graf pontjai,
a jaratok az élek.

Vessziik a graf egy = pontjabdl induld szélességi favazat, ennek két emelete van, az elsén
legfeljebb harom pont van, a mésodikon legfeljebb hat. A grafnak tehat maximalisan 10 pontja
lehet. Az is csak gy, hogy az x-szel 6sszekotott pontok kozott nem fut él. Mivel x tetszéleges, ez
azt jelenti, hogy a grafban nincs haromszog. Masrészt x semelyik két szomszédjanak sem lehet
kozos szomszédja x-en kiviil, kiilonben a mésodik emeletre kevesebb pont jutna. Tehat a grafban
nincs Cy sem.

A masodik emeleten levé hat pont egy 2-regularis grafot feszit, amelyben nincs haromszog.
Egyetlen ilyen graf van: a Cg. Tudjuk még, hogy ennek éleit gy kell behtiznunk, hogy egyetlen
pont se legyen szomszédos két olyan ponttal, amelyek ugyanannak az els6 emeleti pontnak a
gyerekei. Ezt figyelembe véve a méasodik emelet pontjai kozott futéd élek izomorfiatdl eltekintve
csak egyféleképp hizhatdk be. A kapott graf megfelel a feltételeknek, ugyanis nincs benne sem
haromszog, sem Cy, igy barmely pontjabdl induld szélességi faviaza kétemeletes, tehat két atszal-
lassal barmely pontbdl barmely pontba eljuthatunk.

3.9. Vegyik azt az 6tpontu grafot, amely egy négy hossza korbdl all, valamint egy, az x pont
valamelyik szomszédjabol induld élbdl. Ennek két kiillonb6z6 szélességi favaza van, attél fiiggden,
hogy x melyik szomszédja keriil el6bb sorra:

3.10. Tekintsiik a kovetkezd grafot:
A 4-bél induld szélességi favazai kiilonbozdek aszerint, hogy pl. 1,3,5 sorrendben jonnek-e az
els6 emeleti csiicsok, vagy 3-1-5 sorrendben.

3.11. Tekintsiik a kovetkezo grafot:
Ennek a grafnak két kiilonb6z6 szélességi favaza van, bar cstcstranzitiv.
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3.12. A tetraéder favaza egy négypontu csillag. Az oktaéder faviaza egy Otpontu csillag, plusz
egyik els6foku pontjdhoz hozzéillesztve egy él.
A kocka és az ikozaéder barmely cstucsabdl indulé favaza az aldbbi dbran lathato.

3.14. A dodekaéder minden szélességi faviza izomorf a kovetkezével:

3.15. Az ,elsé emeleten” négy pont van, de attol fliggéen, hogy ezek milyen sorrendben kévetkeznek,
harom nem-izomorf szélességi favazat kapunk:

3.16. Elb6zetes megjegyzés: a 77. feladat ¢) részébél és a 77. feladatbdl mér kovetkezik, hogy ha
egy grafban van paratlan kor, akkor nem lehet paros graf. A feladat allitasanak 0j része az, hogy
ha egy grafban nincs péaratlan kor, akkor a graf biztosan péaros graf. Az itt kévetkezé bizonyitas
azonban az allitas két részét egyszerre bizonyitja.

Nyilvan elég 6sszefiiggd grafokra bizonyitani, hiszen egy graf pontosan akkor paros, ha minden
komponense paros, masrészt pontosan akkor van benne paratlan kor, ha valamelyik komponen-
sében van.

Vegyiink tehat egy Osszefliggd grafot és annak egy szélességi favazat (3.3. feladat). Tudjuk,
hogy a graf minden éle vagy azonos emeleten levo pontok kozott fut, vagy két olyan pont kozott,
amelyek szomszédos emeleteken vannak. Szinezziik meg a parosadik emeletek pontjait 2-es, a
paratlanadik emelet pontjait 1-es szinnel. Két eset van:

Ha azonos emeleten levo pontok koézott nem fut él, akkor ez a szinezés jolszinezi a grafot,
tehét a graf paros graf. (Ezesetben a grafban nem lehet paratlan kor, hiszen mar a péaratlan kor
pontjait sem lehet két szinnel j6lszinezni.)

Ha valamelyik két azonos emeleten levo z és y pont kozott fut él, akkor ez nem jolszinezés és
nyilvan nincs méas kétszint jélszinezése sem a grafnak. Tehat a graf nem paros graf. Mésrészt
ebben az esetben vegyiik az = és y legkdzelebbi k6z0s 6sét, z-t. Az x-bdl z-be vezetd Ut, a z-bol
y-ba vezetd ut és az xy él egy paratlan kort alkot.

Megjegyzés. Az algoritmus eredményeképpen nem csak annyit tudunk meg, hogy lehet-e
két szinnel szinezni a grafot. Vagy megadja a graf egy két szinnel szinezését, vagy mutat egy
paratlan kort, ami bizonyitja, hogy nem lehet a grifot két szinnel szinezni.

3.17. A 3.16. feladat szerint a graf paros graf. Ha két osztdlyaban k és n — k pont van, akkor
maximdlisan k(n — k) éle van, s ez legfeljebb [n?/4]. Paros n-re a K, /2n/2 teljes pdros gréf,
paratlan n-re a K(,41)/2,(n—1)/2 teljes paros graf adja a maximumot.

3.18. A graf pontjai legyenek a szamok, két pont akkor van 0sszekotve, ha a hozzdjuk tartozo
két szam Osszege racionalis. Ha a grafban van paratlan kor, akkor e kér minden pontjahoz tartozé
szam racionalis. Ugyanis ha az éleket (= az altaluk jelolt 6sszegeket) egy xy élbol indulva felvaltva
pozitiv és negativ el6jellel 6sszeadjuk, akkor az utolsé, zx él is pozitiv eléjelii lesz, tehat minden
ponthoz tartozé szamot egyszer +, egyszer — el6jellel szamoltunk, kivéve x-et, amit mindkétszer
pozitiv eldjellel szadmoltunk. Marpedig a kapott eldjeles Gsszeg raciondlis, tehat x is az.

Ha a grafban nem volna paratlan kor, akkor a 3.16. feladat szerint paros graf volna, s igy
a 3.17. feladat szerint az élek szdma legfeljebb [n?/4] volna, s ez kevesebb, mint (n? — 3n +4)/2.

Tehat a grafban van paratlan kor, s igy vannak olyan pontok, amelyek racionalis szamhoz
tartoznak. Nevezziik ezeket raciondlis pontoknak.

Nyilvanvalé, hogy minden olyan ponthoz is raciondlis szam tartozik, amely Gssze van kotve
racionalis ponttal. Koévetkezésképp racionalis minden olyan pont is, amely vele azonos kompo-
nensben van. A megadott élszam mellett azonban a ?7. feladat szerint a grafunk 6sszefiiggo, igy
azt kapjuk, hogy minden pont, s igy minden szam raciondlis. Ekkor viszont az Osszes Osszeg is
racionalis.
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4. ,Hibds mérések” Megoldasok

3.19. Ez kovetkezik abbdl, hogy a szélességi faviaz a gyokér és a graf tetszoleges pontja kozott
pontosan egy utat ad meg, s ez egy legrovidebb 1t a két pont kozott. (L. a 3.2. feladatot.)

3.20. Vegyiik a graf egy szélességi favazat. Ebben minden pont foka véges, tehat alkalmazhaté
a Konig-lemma (?7?. feladat), amely szerint van benne végtelen hosszi (a gyokérbdl induld) t.
Ez az Ut a 3.19. feladat szerint geoedetikus ttvonal.

3.1. Mind a négy grafnak van Hamilton-ttja, s ez megfelel6 favaz. (A Hamilton-ut 1étezése csak
d) graf esetében nem latszik azonnal: ilyen 0t példaul az yox1ys2y1202ysT4T3Y425 Ut.

3.7. Tekintsiik a graf egy mélységi favazat (. a 3.5. feladatot). Irjuk ré e favaz éleire a szamokat
a kovetkezo eljaras szerint: Sorra vessziik a favaz éleit abban a sorrendben, ahogyan a favazba
bevélasztottuk éket és minden élre rairjuk az éppen sorra kovetkezd szamot (az egyes szammal
indulva). Egyetlen esetben tesziink kivételt: ha a favaz egy els6fokd pontjahoz értink, amely a
grafban nem els6foki. Ekkor van olyan e él, amely ebbél a pontbdl ,visszafelé” megy, tehat egy
olyan ponthoz vezet, amelyen mar ,keresztiil mentiink” legalabb egyszer. Ilyenkor erre az e élre
irjuk a kovetkez6 szamot és csak utdna vessziik sorra a mélységi favaz kovetkezo élét.

FEzzel az eljarassal elérjiik, hogy

a) a mélységi favaz gyokerébdl induld egyik élre az egyest irtuk, tehat a gyokérre mindenképpen
teljesiil a feladat feltétele;

b) a mélységi favaz minden legaldbb mdsodfoki pontjara igaz, hogy két, beléle induld élre
szomszédos szamokat irtunk, tehat az ilyen pontokra is teljesiil a feltétel;

c) a favaz elséfoku pontjai koziil azokra, amelyek a grafban legalabb masodfokuak, szintén
igaz, hogy két beldle indulé élre szomszédos szdmokat irtunk.

Tehat az eljarasunkkal mar elértiik, hogy minden pontra teljesiil a feltétel. Viszont lehet, hogy
még nem minden élt szdmoztunk meg, de a kimaradé éleket mar tetszolegesen szamozhatjuk a
még fennmaradt szamokkal.

3.10. A tetraéder minden mélységi faviza egy négyponta ut. Az oktaéder mélységi favaza azon-
ban tébbféle lehet. Lehet példaul egy hatpontt 1ut, de lehet egy 6tpontd 1t, amelynek utolso
el6tti pontjabdl még egy él agazik el.

A kocka mélységi favaza is kétféle lehet.

3.12. Ha egy négypontu grafban zz és x4 nincs 0sszekotve, akkor akkor az x1 gyokerli mélységi
favazban xo-nél eldgazas van.

4. ,Hibas mérések”

4.1. Ha a mérleg egy érmére négyszer ugyanazt az eredményt adja, akkor biztosak lehetiink a
sulydban, hamarabb nem — feltéve, hogy nem tudjuk, hogy mar hibazott. Ebbél kévetkezik, hogy
a legeredményesebb mérés az, ha el6szor sorban megmérjik az érméket, mindegyiket négyszer,
amennyiben ugyanazt az eredményt kapjuk. Ha valamelyikre legalabb két kiilonb6z6 eredményt
kapunk, akkor tovabb mérjiik, amig négy azonos eredményt nem kapunk. Ezutdn mar tudjuk azt
is, hany hibas mérésen vagyunk mar til, s ettdl fiiggben a kévetkezd érméket mar kevesebbszer
kell mérniink ahhoz, hogy biztos eredményt kapjunk. Tehat a legrosszabb esetben az elsé 99
érmét négyszer-négyszer mérjiik meg, majd az utolsét hétszer. Osszesen tehdt 403 mérésbol
minden érmérdl tudjuk a sulyat, kevesebb viszont nem mindig elég.
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Megoldasok 5. Jatékok

4.2. Legyen a harom érme a, b, c. Mérjiik le a-t, b-t és a+b-t. Ha az utolsé eredmény nem mond
ellent az el6z6 kettének, akkor biztosak lehetiink a és b silydban, hiszen kétszer nem mutathatott
hibat a mérleg. Ezutan c-t megmérjiik kétszer, ha ugyanazt az eredményt kapjuk, maris tudjuk
c sulyat (és azt is, hogy a mérleg egyszer sem hibéazott), ha két kiilonb6z8 eredményt kaptunk,
akkor c-t lemérjiikk harmadszor is és ez lesz az igazi sulya.

Ha az els6 harom mérés ellentmondésos, akkor mar tudjuk, hogy a mérleg hibazott egyszer,
tehdt most mar megbizhaté. Lemérjiikk mindhdrom érmét és hat mérésbdl most is kész vagyunk.

4.3. Tobbféleképpen is. Az egyik lehetdség:

Felhasznaljuk a kovetkezot. Ha megmériink harom érmét mind a harom parositasban, tehat
megmérjik a+b, a+ c, c+ b stulyat, akkor példaul az els6 ketté eredményébol kivonva az utolsot
kapunk a stlyara egy értéket, s ugyanigy kapunk egy-egy értéke b és ¢ siilyara is. Ezt felhasznalva
végrehajtjuk a kovetkez6 kilenc mérést:

1+ T9, To + X3, T3 + X1, T3 + T4, T4 + X5, T5 + X3, T5 + Tg, g + T7 €s x7 + 5. Az elsd hat
mérésbodl kapunk egy-két eredményt xg-ra, az utolsé hatbdl pedig egy-egy értéket xs-re. Harom
eset van.

Ha mindkét helyen egyezés van, akkor mind a kilenc mérésiink pontos volt (két hiba nem
lehetett), igy mind a hét érme stlyat pontosan meg tudjuk mondani.

Ha egy helyen nincs egyezés, akkor szimmetria okokbdl feltehetjiik, hogy x3-ra két kiillonb6zo
értéket kaptunk, de x5-re nem. Ez utébbibdl kévetkezik, hogy az utolsé hat mérés pontos volt,
a hiba az els6 haromban volt. Ez azt jelenti, hogy x; és xo kivételével mar minden érme sulyat
biztosan tudjuk. Lemérjiik még egyszer x3 + x1-et és x3 + xo-t és a kapott, immar biztosan
pontos értékbol kiszamitjuk x; és xo sulyat.

Ha az els6 kilenc mérés utan xg-ra és xi-re is két kiillonb6z6 eredmény adéddik, ez csakis
azért lehet, mert a kézépsé hdrom mérés kozott volt a hibas mérés. Ekkor még jobb helyzetben
vagyunk, hiszen mar csak x4-re nincs biztos eredményiink, ezt barmelyik masik érmével egytitt
lemérve megkaphatjuk.

Az els6 esetben 9, a masodikban 11, a harmadikban 10 mérés is elég volt.

4.4. Legyen n = Tk + i, i < 7. Allitsuk k darab hetes csoportba az elsé 7k érmét. Az egyes
csoportokban hajtsuk végre a 4.3-ban leirt els6 kilenc mérést. Azokban a csoportokban, ame-
lyekben a kilenc mérés egyik érmére sem ad eltéré eredményt, maris tudjuk az érmék sulyat. Ha
egyben sem kaptunk hibas eredményt, akkor az els6 7k érme stlyat mar tudjuk. Legfeljebb egy
hetes csoportban kapunk hibas eredményt, ott egyszertien ,korbe mérjik” a hét érmét, és tijabb
hét méréssel megkapjuk a helyes eredményt. Ha volt mar hibas mérés, akkor a maradé ¢ darab
érme mindegyikét egy mar tudott silyt érmével egyiitt mérjiik le, ez Gijabb ¢ darab mérés. Tehat
ebben az esetben 9%k + 7 4 ¢ méréssel kész vagyunk.

Ha az els6é 9k mérés egyikében sem volt hibas eredmény, akkor még ¢ darab érmét kell
lemérniink, ahol 7 < 7. Hozzd vesziink még 7 — ¢ érmét, és a 4.2. feladat szerint 11 mérés-
b6l mind a hét érmérsl megéllapithatjuk a silyat (most ,elfelejtettiik”, hogy néhanynak mar
tudjuk a sulyéat). Ebben az esetben 9% + 11 mérés elég.

Minden esetben azt kaptuk, hogy 9n/7 4+ 11 mérésnél tobbre nincs sziikségiink.

5. Jatékok

5.2. Bea két kérdéssel nyilvan nem tudja megallapitani, hogy egy dobozban levé gyufdk szdma
paros-e vagy paratlan. Nyilvan két kiillonb6zo6 kérdést fog feltenni, és nyilvan legaldbb az egyikben
fog szerepelni az 1-es doboz. Ha az 1-es doboz mindkét kérdésében szerepel, akkor van egy x
és egy y doboz, amelyek kozil x csak az elsé kérdésben, y csak a masodik kérdésben szerepel.
Rakjon Antal egy-egy gyufat az 1-es, az x és az y dobozba, igy valaszai nem valtoznak, marpedig
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5. Jatékok Megoldasok

az l-es dobozban levo gyufdk szama egyik esetben paros, masik esetben paratlan. Ha az 1-es
doboz csak az egyik kérdésében szerepel, és van egy maésik, x doboz, amely szintén csak ebben
a kérdésben szerepel, akkor Antal valasza ugyanaz lenne, ha e két dobozba beletenne egy-egy
gyufat, marpedig az 1-es dobozban levé gyufik paritdsa nem valtozik. Marad az az eset, ha az
1-es dobozon kiviil minden mas doboz szerepel mindkét kérdésében. De ha példaul a 2-es doboz
szerepelne mindkét kérdésben, akkor Antal védlasza nem véltozna, ha a 2-esen kiviil minden
dobozba tenne egy tovabbi gyufat.

Két kérdéssel tehat Bea nem érhet célhoz. Harom kérdéssel viszont méar igen. Legyen A =
={2,3,4,5,6,7,8} B ={9,10,11,12,13,14,15} és C' = {16,17,18,19, 20,21, 22,23}. A harom kérdés
legyen a kovetkez6: AUC, BUC és AU BU{1}. Ez hiarom 15 elemi halmaz. A, B, C' minden
elemére kétszer kérdez ré, 1-re egyszer. Tehat az els6é dobozban levé gyufak paritdsa egyenl6 lesz
az Antal dltal adott hdrom vélasz Gsszegének paritasdval.

5.3. a) Ossza Bea négy 6tos csoportba a dobozokat, legyen a négy csoport A, B, C és D. Az
els6 6t doboz legyen A-ban, az utols6é 6t D-ben. Kérdezze meg elészor A+ B+ D, majd A+ C +
+ D paritasat. A két eredményt 6sszeadva megtudja B 4+ C paritasat. Harmadszorra megkérdezi
A+ B+ C-t és megtudja A paritdsat.

Most kérdezze meg 1.4+ 2.+ 3.+ B+ C + 19. + 20.-t, igy A + B + C-vel 6sszevetve megtudja
4.4 5.+ 19. + 20. paritasat. (z. az x-edik dobozt jeloli.) Végul kérdezze meg 1. +4. + 5.+ B +
+ C +19. 4+ 20. paritasat. Ezt A+ B + C-vel sszevetve megtudja 2. + 3. 4+ 19. 4 20. paritasat, s
ezt az el6bbi eredménnyel Gsszevetve megvan 2. 4+ 3. 4+ 4. 4+ 5. paritasa is. Masrészt A paritasat
mar tudja, tehat megvan az elsé doboz paritasa is.

Megmutatjuk, hogy négy kérdéssel Bea nem érhet célhoz. Ha négy kérdést tesz fel, ebben
osszesen (multiplicitdssal szaimolva) 60 doboz szerepel. Osszesen 20 doboz van, tehat vagy minden
doboz pontosan haromszor szerepel, vagy van egy doboz, amelyik legalabb négyszer szerepel.

Tegylik fel elészor, hogy van olyan, az 1-estol kiilonb6z6é doboz, amely mind a négy kérdésében
szerepel. Feltehetjiik, hogy ez a 2-es doboz. Bea ugyanazokat a valaszokat kapnd, ha Antal min-
den, a 2-estél kiillonb6z6 dobozba még egy gyufat tett volna. Marpedig a két esetben kiilonb6z6
az 1-es dobozban levé gyufak paritasa.

Ha csak az 1-es doboz szerepel mind a négy kérdésben, akkor egy kivétellel minden méas doboz
harom kérdésben szerepel, egy pedig kettoben, hiszen 6sszesen 60 doboz szerepel a kérdésekben,
és 44 3-18+42 = 60. Van tehat olyan doboz, amely az els6 kérdésben nem szerepel és a tébbiben
szerepel, feltehetjiik, hogy ez a 2-es doboz. Ugyanigy van egy-egy doboz, amely csak a masodik,
a harmadik, illetve a negyedik kérdésben nem szerepel, legyenek ezek rendre a 3-as, a 4-es és az
5-6s doboz. Bea most ugyanazokat a valaszokat kapnd, ha az els6é 6t dobozban egy-egy gyufaval
tobb volna, mert koziiliik pontosan négy szerepel minden kérdésében. Az els6 dobozban levd
gyufak paritdsa pedig a két esetben kiilonb6z0.

Marad az az eset, ha minden doboz harom kérdésben szerepel. Feltehetjiik, hogy az 1-es doboz
az utolsé kérdésben nem szerepel (az el6z6 haromban pedig szerepel). Nyilvan van még egy (s6t,
még négy) doboz, amelyre ugyanez igaz. Feltehetjik, hogy példaul a 2-es dobozra igaz. Bea most
ugyanazt a valaszt kapnd, ha e két dobozban egy-egy gyufaval tébb volna, s az els6 dobozban
lev6 gyufak paritasa most is kiilénb6z6 a két esetben.

Ezzel belattuk, hogy négy kérdésbdl Bea nem tudja meghatarozni az els6 dobozban levo gyufak
paritasat. Nem tettiik fel, hogy ne volnanak azonos kérdései, igy kevesebb kérdés sem lehet elég,
hiszen ha kevesebb kérdés elég volna, akkor egy kérdést tobbszor feltéve négy kérdés is elég
volna.

Végiil megmutatjuk, hogy mar 19 doboz is elég ahhoz, hogy Bea 6t kérdéssel célhoz érjen.
Most minden kérdésbol négy dobozt kell kihagynia. Ha sikeriil gy megtennie ezt, hogy minden
dobozt paratlan sokszor hagyjon ki, kivéve az 1-est, akkor célhoz ért. Kénnyen kiszamolhato,
hogy ezt gy érheti el, ha az els6 dobozt kétszer hagyja ki, a tobbit egyszer-egyszer. Ezt valoban

Q7



Megoldasok 5. Jatékok

meg is teheti: az els6 két kérdésben hagyja ki az 1-es dobozt, ezenkiviil az elsé kérdésben még
a 2-es, 3-as ¢és 4-es dobozt, a masodik kérdésben az 5-0s, 6-os és 7-es dobozt. A maradé harom
kérdésben hagyja ki egyszer-egyszer az eddig ki nem hagyott 12 dobozt. Igy minden doboz paros
sok kérdésben szerepel, kivéve az 1-es dobozt, ami paratlan sok kérdésben. Ha tehat a kapott
valaszokat Gsszeadja, megkapja az 1-es dobozban szerepl6 gyufik szamanak paritasat.

b) Most Bea hat darab harmas csoportba osztja a dobozokat: A, B, C, D, E, F, A-ban van
1.,2.,3. doboz, F-ben az utolsé harom. Bea el6szor megkérdi az Osszes dobozbo6l B-be eséket
kihagyva, majd rendre a C-be, D-be, E-be és végiil az F-be esoket kihagyva, akkor a kapott 6t
valaszt mod 2 6sszeadva épp A paritasat kapja, hiszen az 6t mésik csoportbelieket paros sokszor
(négyszer) kérdezte. Ezutdn kérdezze meg 1. +3. + B+ C + D + E + 20.-at, és 1. + 2. + B +
+ C+ D+ E + 20.-at. Ezeket 6sszeadva megtudja 2. és 3. doboz paritasanak Gsszegét. De tudja
A paritasat is, igy tudja az 1. dobozét is. Ez hét kérdés.

Hat kérdéssel Bea nem talalhatja ki az els6 dobozban levé gyufdk szdmanak paritasat. Ha
ugyanis hat kérdést tesz fel, akkor a kérdezett dobozok szama (multiplicitdssal) 90. Tehat vagy
van olyan doboz, amely mind a hat kérdésében szerepel, vagy minden doboz pontosan 6t kérdés-
ben szerepel. Ha minden doboz pontosan 6t kérdésében szerepel, akkor feltehetjiik, hogy az 1-es
doboz az utolsé kérdésben nem szerepel, s hogy ebben a kérdésben rajta kiviil még a 2-es és a
3-as doboz nem szerepel. Ha az 1-es és a 2-es dobozban gyufak szama eggyel nagyobb volna,
Antal akkor is minden kérdésre ugyanazt a valaszt adnd, pedig az 1-es dobozban levé gyufak
szama a két esetben kiillonb6zo paritast. Ez az eset tehat nem lehetséges.

Ha példaul a 2-es doboz mind a hat kérdésben szerepel, akkor Bea mind a hat kérdésére
ugyanazt a valaszt kapna, ha a 2-es kivéve minden dobozban eggyel tobb gyufa volna, marpedig
a két esetben most is kiilonb6z6 paritasi az 1-es dobozban levo gyufdk szama.

Végiil ha csak az 1-es doboz szerepel mind a hat kérdésben, akkor egy kivétellel minden tovabbi
doboz 6tszor szerepel. Mivel minden kérdésben pontosan harom doboz nem szerepel, van egy-
egy olyan doboz, amely csak az elsO, csak a mésodik, sth. kérdésben nem szerepel. Feltehetjiik,
hogy az els6 kérdésben a 2-es, a masodikban a 3-as, a harmadikban a 4-es, a negyedikben az
5-0s, az O0todikben a 6-os, a hatodikban a 7-es doboz nem szerepel, s hogy ezek a dobozok a
tobbi kérdésben szerepelnek. Ha mind e hét dobozban eggyel-eggyel tobb gyufa volna, Antal
valaszai ugyanazok volnanak, hiszen minden kérdésnél e dobozok koziil hat szerepel. Viszont
az l-es dobozban valtozott a gyufidk paritdsa, tehat Bea most sem tudja meghatarozni az 1-es
dobozban levé gyufdk paritasat.

Hat kérdés tehat nem elég, s akkor kevesebb sem (1. az a) rész megolddsédnak végét).

c) Ha sorra kihagyja az 2., 3., ..., 15., 16. dobozt, akkor az eredményeket Gsszeadva éppen
az 1. paritdsat kapja. Hiszen minden més dobozt péaros sokszor (14-szer) kérdezett, mig az 1.
dobozt paratlan sokszor. Tehat 15 kérdéssel Bea célhoz ér.

Viszont 14 kérdéssel nem tudja kitatlalni az 1-es doboz paritasat. Ha csak 14-et kérdez, akkor
van két doboz, amelyik minden kérdésében szerepel. Ha az egyik az 1-es, akkor Antal valaszai
nem valtoznak, ha e két dobozhoz egy-egy gyufat hozzdadna. Ha pedig mondjuk a 2-es és a 3-as
szerepel minden kérdésben, akkor a 2-es kivételével minden dobozba rakjon egy-egy gyufat Antal,
igy minden kérdésben 14-gyel né a gyufdk szama, tehat a vdlasz nem valtozik. (15 dobozban
nétt a gyufdk szama és ebbdl egy-egy nem szerepel Bea kérdéseiben.)

Mindkét esetben véltozik az 1-es dobozban a gyufak szdméanak paritasa, viszont Antal valaszai
nem valtoznak. Tehat Bea 14 kérdéssel nem ér célhoz.

Megjegyzés. A feladatnak linedris algebrai hattere van. Péld4aul az a) rész esetében arrél van
sz6, hogy Antal gondol egy 20-dimenzids vektorra mod 2, és Bea néhany 20-dimenzids vektort
kérdezhet a mod 2 szamtest felett, mégpedig olyant, amiben pontosan 15 db. egyes van. Bebi-
zonyithaté, hogy Bea pontosan akkor tudja kitalalni & kérdéssel az els6é dobozban levd gyufak
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szamanak paritasat, ha van legfeljebb k ilyen vektor, amelyek Gsszege az a 20-dimenziés vektor,
amelynek az elsé koordinataja 1, a tobbi koordinataja 0. Nyilvanvald, hogy paros sok ilyen vek-
tor Osszege nem lehet az (1,0,...,0) vektor, mert paros sok ilyen vektor Osszegében paros sok
1-es van. Az is vildgos, hogy az elsét kivéve minden koordinata paros sok kérdésben kell, hogy
1-es legyen, az els6 viszont paratlan sokban. Ez k = 3 esetben legfeljebb 3 + 19 - 2 = 41 egyes
lehet, &m harom ilyen vektorban 45 egyes van. Tehat k legalabb 6t. k = 5 kérdéssel valéban célt
érhet Bea, a kérdésekhez tartozé vektorok konnyen felirhaték az ismertett megoldéds alapjan.
Hasonléan bizonyithatjuk a b) részben, hogy k legaldbb hét.

Végiil ezzel a linearis algebrai dtfogalmazassal (amelynek feladatunkkal valé ekvivalencidja
korantsem trividlis) is bebizonyitjuk, hogy a c) részben 14 kérdés nem lehet elég. Tegyiik fel
ugyanis, hogy van k darab 16-dimenziés 0-1 vektor, vy, vo, ..., vg, amelyek mod 2 vett Osszege
az (1,0,...,0) vektor. Lattuk mar, hogy k paratlan. Vonjuk ki mindegyik vektort a csupa-1
vektorbdl.

Legyen v ez a csupa-1 vektor. Adjuk 6ssze mod 2 az igy kapott vektorokat, ezek Osszege v —
— Y 1<i<k Vi, mert k paratlan. Vagyis az 6sszegnek az (0,1, ..., 1) vektornak kell lennie. Marpedig
a v — v; vektorok egy-egy 1-esbél allnak, a t6bbi helyen csupa 0 van. Ilyen vektorbél legalabb
15 kell, hogy az 0sszeg olyan vektor legyen, amelyben 15 darab egyes van.

5.4. Osszesen hét lehetéség van: vagy mind a négy dobozban fehér golyé van, vagy pontosan
kettoben van fehér golyd. Ha tehat egy a,b dobozparra rakérdezve nemleges véilaszt kapunk,
akkor biztosak lehetiink, hogy a mésik két dobozban fehér golyé van.

Tegyiik fel, hogy mar négy part megkérdeztiink, és minden esetben pozitiv valaszt kaptunk.
Lényegében kétféleképpen kérdezhetiink négy parra: 1,2, 2.3, 3,4, 4,1 vagy 1,2, 1,3, 2,3, 1,4. (Egy
négy hosszu kort kérdeziink, vagy egy haromszoget és egyik csiicsdbdl indulé negyedik élt.)

Az els6 esetben lehet, hogy csak az 1,3 dobozparban van fehér golyd, és lehet, hogy csak a
2,4 dobozpérban van fehér golyé (és persze lehet, hogy mind a négy dobozban fehér goly6 van).
Tehat ezzel a négy kérdéssel nem biztos, hogy célhoz ériink.

A mésodik esetben lehet, hogy csak az 1,2 dobozparban van fehér golyd, de az is lehet, hogy
csak az 1,3 parban (és persze lehet, hogy mind a négy dobozban fehér golyé van). Ebben az
esetben sem érink célhoz négy kérdéssel.

Négy kérdéssel tehat nem ériink célhoz.

Megallapithatjuk viszont, hogy az elsé esetben csakis az emlitett harom lehet6ség van: vagy
mind a négy dobozban fehér golyé van, vagy az 1,3 parban, vagy a 2,4 parban van fehér golyo.
Ha tehat még az 1,3 parra is rakérdeziink, akkor mér biztosan célhoz ériink: ha igenlé valaszt
kapunk, akkor e két dobozban biztosan fehér golyé van, ha nemlegeset, akkor a masik kettében
van fehér golyo.

Ot kérdéssel mar biztosan fogunk tudni mutatni két olyan dobozt, amelyben fehér goly6 van.

5.5. Nyilvan elképzelhetd, hogy minden kérdésiinkre igenld valaszt kapunk, hiszen a feltételeknek
nem mond ellent az, hogy minden dobozban fehér golyé van. Tegyiik fel, hogy néhany kérdés
utan biztosan tudjuk, hogy két dobozban fehér goly6 van, és minden kérdésiinkre pozitiv vilaszt
kaptunk. Legyen ez a két doboz az l-es és a 2-es doboz. Tegytk fel, hogy az 1,a dobozparra
még nem kérdeztiink ré (a lehet a 2-es is). Ekkor a kapott igenlé vélaszoknak nem mond ellen
az sem, hogyha az Osszes dobozban fehér golyé van, kivéve az 1-es dobozt és az a-dikat. Tehat
nem lehetnénk biztosak benne, hogy az 1,a dobozokban fehér golyé van. Ugyanez a helyzet,
ha valamelyik 2,a dobozparra nem kérdeztiink még ri. Tehat minden olyan parra ré kellett
kérdezniink, amelyben szerepel az 1-es és a 2-es doboz koziil legaldbb az egyik. Ez 6sszesen 2005
kérdés.

Megmutatjuk, hogy 2005 kérdéssel célhoz is lehet érni. A kovetkezOt, altaldnos alitast fogjuk
belatni. Ha n doboz mindegyikében van egy fehér vagy egy fekete golyd, és a fehér golydk szama
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Megoldasok 6. Eljdardsok

paros és nem nulla, ha n paros, és paratlan, ha n paratlan, akkor n — 1 kérdéssel taldlhatd egy
olyan doboz, amelyben fehér golyd van. Ebbdl dllitasunk mar kévetkezik, hiszen 1003 kérdéssel
talalhatunk egy fehér golyot talalhaté dobozt, és utana ezt elhagyva marad 1003 doboz, kozilitk
péaratlan sokban van fehér golyo, tehat 1002 kérdéssel talalhatd még egy olyan doboz, amelyben
fehér goly6 van. Tehat Osszesen 2005 kérdéssel talalhatd két ilyen doboz.

Az allitast n-re vonatkozé teljes indukciéval bizonyitjuk. n = 1,2-re az allitds semmitmonddan
igaz. Tegyiik fel, hogy minden n-nél kisebb szdmra méar taldltunk megfeleld eljarast n —1 kérdés-
sel. n doboz esetén a kovetkezOképpen jarunk el. Vessziik az els6 dobozt és elGszor az elsé két
dobozt kérdezziik meg. Ha a két doboz egyikében sincs fehér golyd, akkor marad n — 2 dobozunk
ugyanazzal a feltétellel, tehat n — 3 tovabbi kérdéssel készen vagyunk. Ha azt a valaszt kapjuk,
hogy az elsé két doboz (legaldbb) egyikében van fehér golyd, akkor sorra megkérdezziik az elsé
és a harmadik, az els6 és a negyedik, ...els6 és i-edig dobozt, amig vagy nem kapunk nemleges
valaszt, vagy végére nem jutunk az 0sszes doboznak. Ha az els6 és i-edik dobozrdl azt a vilaszt
kapjuk, hogy nincs benniik fehér goly6, akkor a masodik dobozban fehér golyé van, hiszen az
els6 kett6 valamelyikében fehér van. Ez i < n—1 darab kérdés. Ha minden 1épésben azt a valaszt
kapjuk, hogy van fehér doboz az els6 és az i-edik dobozban, akkor az els§ dobozban biztosan
fehér goly6 van. Ha ugyanis abban nem fehér golyd lenne, akkor az 6sszes tobbiben fehér golyd-
nak kell lennie, mert minden 1épésben pozitiv valaszt kaptunk. De ez n — 1 fehér golyés dobozt
jelent, marpedig ez ellenkezdé paritasi, mint n, tehat kell még egy fehér golyonak lennie, vagyis
az elsé dobozban mégis fehér golyonak kellene lennie.

Ezzel az allitdsunkat belattuk.

5.6. a) Béla tippeljen el6szor O-ra. Ha Aladéar 0 goly6val kezdett, akkor maris taldlt. Ha nem,
és Aladér 1 golydval kezdett, akkor a masodik tipp elétt 2 golyo lesz a dobozban. Ha tehat Béla
mésodszor 2-t tippel és ez volt a helyzet, akkor taldlt. Altaldban ha mar n rossz tipp volt és
Aladar n golyoval kezdett, akkor az n + 1-edig tipp elott 2n golyé van a dobozban. Ha tehat
Aladéar sorban a pédros szamokat tippeli, akkor valamelyik 1épésben taldlni fog, éspedig éppen
akkor fog az n-edik 1épésben taldlni, ha kezdetben n goly6 volt a dobozban.

b) Most a kévetkez6képpen jar el Béla. A péaros lépésekben azt koveti, hogy épp hény golyo
lenne, ha Aladar mindig egy golyéval nével, a paratlanadik 1épésekben azt koveti, hogy épp hany
goly6 lenne, ha Aladar mindig két golyoval nével. Tehat a 2n-edik 1épésben abbdl a feltételezésbol
indul ki, hogy kezdetben n — 1 golyd volt és minden kérdés utan eggyel novelte Aladar a golyok
szamat, vagyis most 3n — 2-t fog tippelni (és taldlni fog, ha tényleg ez volt a helyzet), a 2n — 1-
edik lépésben abbdl indul ki, hogy kezdetben n — 1 golyé volt és mindig kettovel nétt a golydk
szdma, tehdt most 5n — 5-6t fog tippelni (és taldlni fog, ha tényleg ez volt a helyzet). Nyilvan
valamelyik 1épésben talalni fog.

b)
6. Eljarasok

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

7. Programozasi feladatok

7.1.

1. megoldas. Az n. primet megkeres6 fiiggvényben (prime) j megy az n. primig, kézben i
tarolja, hogy mar hany primet taldltunk. Az is_ prime fiiggvényben, amely egy szdmrdél megal-
lapitja, hogy prim-e, szdmokat az 6sszes gyokiiknél kisebb szammal megprobéljuk elosztani, hogy
megnézziik, primek-e. Gyorsitas: ha mar biztos, hogy a szam Osszetett, kilépilink a ciklusbdl.
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7. Programozdsi feladatok Megoldasok

is_prime(n)

lehet_ prim:=I1GAZ
1:=2

ciklus amig (i2 < j) és lehet_ prim

nmodi = 0
lehet_ prim:= HAMIS i:=i+1
EREDMENY := lehet_ prim

prime(n)
1:=0
7:=1
ciklus amig i < n
j=j+1
is_prime(j)
1i=1+1
EREDMENY := j

A megoldas hatranya, hogy az tjabb szamok vizsgdlatakor nem hasznélja ki, hogy az addigi
szamok koziil mar tudjuk, melyik prim.

2. megoldas. Ebben a megoldasban taroljuk a mar megtalalt primeket, és amikor megvizs-
galjuk, hogy egy szam prim-e, csak a gyokénél nem nagyobb primekkel probaljuk meg elosztani.
Az is_prime figgvény most megkapja a mar megtaldlt primek tombjét (P) és szamat (i) is.

@sipm’me(n, P, ZD

lehet_ prim:=IGAZ

k:=20

ciklus amig (P[k]? < j) és (k < i) és lehet_prim
nmodP [ k] =0

lehet_ prim:= HAMIS k=k+1

EREDMENY := lehet_ prim
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prime(n)

1:= 0
ji=1
P: TOMB [0 .. n—1]

ciklus amig i < n

jim 1
is_prime(j, P, 1)

Plil:=j

1i=1+1

EREDMENY := j

7.2. Az euklideszi algoritmust hasznaljuk. A szamoknak el6szor az abszolutértékét vessziik, igy
negativ szamokra is miikodik.

gcd(a, b)
a:= abs(a)
b:= abs(b)
ciklus amig (a > 0) és (b > 0)
a>b
a:= amodb b:= bmoda

EREDMENY := q

7.3. Ugyantugy jarunk el, mint az el6z6 feladatban, de mindig taroljuk, hogy az aktudlis a és a b
valtozot hogy lehet el6allitani az eredeti a és b értékek kombinacidjaként: ca és da jeloli az eredeti
a és b egylitthatojat az aktudlis a eldallitasdban, cb és db pedig az aktualis b eléallitasaban.

chdifactors(a, b,>c, l>dD
I

a:= abs(a)

b:= abs(b)
ca:=1
da:=0
db:=1
cb:=0
ciklus amig (a > 0) és (b > 0)
a>b

ca:= ca — (adivb) - cb cb:= cb — (bdiva) - ca
c:=dw:= da — (adivb) - db db:= db — (bdiva) - da
d:=ade= amodb b:= bmoda
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7. Programozdsi feladatok Megoldasok

7.4. a)

simplify(x)

EREDMENY .numerator := .numerator

ged(z.numerator,z.denominator)

EREDMENY .denominator := z.denominator

ged(xz.numerator,x.denominator)

b) Az lem fliggvény két egész szdm legkisebb abszolitértékii kozos tobbszorosét szamitja ki. Az
eredmény eldjele a szamok szorzatanak az eléjele.

E — 5
EREDMENY := m

sum(z, y)

EREDMENY .denominator:= lem(x.denominator, y.denominator)

EREDMENY .numerator:=
lem(z.denominator,y.denominator)
x.numerator - +

x.denominator ]
lem(z.denominator,y.denominator)

y.denominator

+y.numerator -

c) Az Osszeaddst hasznaljuk fel. A negative fiiggvény paramétere egy tort, eredménye a tort
ellentettje.

negative(x)

EREDMENY .numerator := —x.numerator
EREDMENY.denominator := z.denominator

substract(x,y)

EREDMENY := sum(z, negative(y))

d)
multiply(z,y)

EREDMENY .numerator:= x.numerator - y.numerator

y

or

EREDMENY .denominator := x.denominator-y.denomina

Az eredményen célszeri alkalmazni a simpify fiiggvényt, hiszen automatikusan nem lesz egysz-
erlisitett. €) A szorzéast hasznéljuk fel. A reciprocal fiiggvény a paraméterében megadott racionalis
szam reciprokat adja vissza.

reciprocal(x)

EREDMENY .numerator :== z.denominator
EREDMENY.denominator:= z.numerator

divide(z,y)

EREDMENY := multiply(z, reciprocal(y))
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Megoldasok 8. Barkochba

8. Barkochba

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
ATl Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.IT Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANAL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Fiiggvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.I11 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Valoszintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszamandl kerek zardjelben ,M” és |S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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Csuri Jézsef Duré Lajosné Gyapjas Ferencné Kantor Sdndorné és Pintér Lajosné Bartha Ga-
bor, Bogdan Zoltan: Matematika feladatgydjtemény 1. 12. kiad. Budapest, 1998, Nemzeti
Tankonyvkiadé. ISBN 963 18 8911 4. A | Sarga konyv".

Orosz Gyula: Algoritmusok. In Kézis nevezdénk a matematika (konferenciaanyag). 2002, 139—
156. p.

Bakos Tibor Lackovich Miklés Reiman Istvan Surdnyi Janos Urban Janos: Kézépiskolai
matematikai versenyek 1977-1979. Budapest, 1981, Tankonyvkiadd. ISBN 963 17 5758 7.

Kvant, fizikai és matematikai tudomanyos népszeriisité folydirat. A Szovjet, majd az Orosz
Tudomanyos Akadémia és a Pedagdgiai Tudomanyok Akadémidjanak lapja.
URL http://kvant.mirror0O.mccme.ru/.

Surdnyi Laszlé: Jdtékok, algoritmusok. 1996. gépelt jegyzet.

Surdanyi Laszlé: Algoritmusok a kézépiskoldban: a mohd algoritmus. Szeged, 1998, Mozaik
Oktatasi Studio.
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